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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. òÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÒÁÑ.

äÁÌÅÅ ×ÓÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × Q, ÅÓÌÉ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÏ ÉÎÏÅ. ä×ÏÊ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ðÕÁÎËÁÒÅ ÄÌÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M Ó ËÒÁÅÍ @M | ÜÔÏ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ D : Hk(M)→ Hn−k(M;@M) É D : Hk(M;@M)→ Hn−k(M) ÄÌÑ ×ÓÅÈ k.
ìÅÍÍÁ 1. äÉÁÇÒÁÍÍÁ

· · · → Hk(@M) → Hk(M) → Hk(M;@M) → Hk−1(@M) → : : :
↓ D ↓ D ↓ D ↓ D

· · · → Hn−1−k(@M) → Hn−k(M;@M) → Hn−k(M) → Hn−k(@M) → : : :
;

ÇÄÅ ×ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ | ÔÏÞÎÁÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ (M;@M), Á ÎÉÖÎÑÑ | ËÏÇÏÍÏÌÏ-
ÇÉÞÅÓËÁÑ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ n = 2k+ 1; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ Hk+1(M; �M) �−→ Hk(@M) �∗−→ Hk(M) ÔÏÞÎÏÊ ÇÏÍÏÌÏÇÉ-

ÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ïÐÅÒÁÔÏÒ �∗ : Hk(@M)→ Hk+1(M;@M) ÓÏÐÒÑÖÅÎ �, ÏÔËÕÄÁ (Hk(@M)= Im �)∗ =
Ker �∗. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ðÕÁÎËÁÒÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ Hk(@M) 7→ Hk(@M) É Ker �∗ 7→ Ker �∗. ïÔÓÀÄÁ dim Ker �∗ =
dimHk(@M)= Im � = dimHk(@M)=Ker �∗, ÔÏ ÅÓÔØ dimHk(@M) = 2 dim Ker �∗. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÅÓÌÉ N ÉÍÅÅÔ ÞÅÔ-
ÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 2k, ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÅÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M , ÔÏ
dimHk(N) ÞÅÔÎÁ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × Z=2Z ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÒÉ-
ÅÎÔÉÒÕÅÍÏÓÔÉ. ïÔÓÀÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ËÒÁÊ ËÏ-
ÔÏÒÏÇÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ RP 2n (ÚÄÅÓØ Hn(RP 2n;Z=2Z) = Z=2Z) ÉÌÉ CP 2n (ÚÄÅÓØ H2n(CP 2n;Q) = Q). ïÔ-
ÓÀÄÁ ÔÁËÖÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ N | ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ËÒÁÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M , ÔÏ �(N) ÞÅÔÎÁ
(ÅÓÌÉ N ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ �(N) = 0 × ÓÉÌÕ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÕÁÎËÁÒÅ, Á ÅÓÌÉ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ �(N) =
dimHk(N) + 2∑k−1

i=0 (−1)i dimHi(N)) × ÓÉÌÕ ÔÏÊ ÖÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÕÁÎËÁÒÅ.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ � ∈ Hk+1(M;@M), � ∈ Hk(@M) É k ÞÅÔÎÏ (ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, dim @M ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4). éÚ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ∞(��; �) = ∞(�; �∗�). ïÔÓÀÄÁ ∞(�u; �v) = ∞(u; �∗�v) = 0. óÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏ, ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ (ÐÏÓËÏÌØËÕ k ÞÅÔÎÏ) ÆÏÒÍÁ ∞ (ÆÏÒÍÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ) ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
Hk(@M) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Im � ÐÏÌÏ×ÉÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ÜÔÏÊ
ÆÏÒÍÙ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ M1, M2 | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. õÄÁÌÉÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ
ÉÚ ÎÉÈ ÍÁÌÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ; ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ′1 É M ′2 Ó ËÒÁÅÍ Sn−1. ðÒÉËÌÅÉÍ Ë ÎÉÍ ÃÉÌÉÎÄÒ
Sn−1 × [0; 1], ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ Ó ËÒÁÅÍ M ′1 É M ′2 ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ; ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ M1#M2 É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ M1 É M2.

ðÕÓÔØ M = CP 2#CP 2. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ M = (CP 2′ t CP 2′) ∪ S3 ×
[0; 1] ÉÍÅÅÔ ÆÒÁÇÍÅÎÔ 0 = H2(S3 t S3) → H2(CP 2′ t CP 2′) ⊕ H2(S3 × [0; 1]) → H2(M) → H1(S3 t S3) = 0,
ÏÔËÕÄÁ H2(M) = (H2(CP 2′))2. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ CP 2 = CP 2′∪D4 ÉÍÅÅÔ
ÆÒÁÇÍÅÎÔ 0 = H2(S3)→ H2(CP 2′)⊕H2(D4)→ H2(CP 2)→ H1(S3) = 0, ÏÔËÕÄÁ H2(CP 2′) = H2(CP 2) = Q, É
H2(M) = Q2, É ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ x1; x2 ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ × ÐÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ ËÏÐÉÉ CP 2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÎÁ H2(M) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ∞(x1; x1) =∞(x2; x2) = 1 (ÔÁË × CP 2) É∞(x1; x2) =
0 (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÎÄÅËÓ ÆÏÒÍÙ ÒÁ×ÅÎ 2, É M ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÒÁÅÍ
ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

á ÔÅÐÅÒØ ×ÓÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × Z=2Z.
ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï RP∞ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× a = [a0 : · · · : am : : : : ] ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ

ÒÁ×ÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ É ÚÁÄÁÎÎÙÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-
ÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ × RP∞ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ skk RP∞ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÔÏÞÅË a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ak+1 = ak+2 = · · · = 0. éÚ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (× ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÒÁ×ÎÙ
ÎÕÌÀ) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ H∗(RP∞) = (Z=2Z)[x], ÇÄÅ ËÌÁÓÓ x | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÙ H1(RP∞) = Z=2Z. òÁÓÓÌÏ-
ÅÎÉÅ èÏÐÆÁ � Ó ÂÁÚÏÊ RP∞ ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ a | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÉÎÉÔÎÙÈ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ x0; x1; : : : ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ xk = �ak ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � ∈ R É ×ÓÅÈ k.

ðÕÓÔØ M | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ), � | ÇÌÁÄËÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ n Ó ÂÁÚÏÊ M . ðÒÉÍÅÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á (ÉÌÉ ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÔÁË), ÞÔÏ M |

1



ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ p1 : M×RP∞ →M É p2 : M×RP∞ → RP∞ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÑ ÎÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ � = p∗1�⊗p∗2� Ó ÂÁÚÏÊ M×RP∞. ðÕÓÔØ e2(�) ∈ Hn(M×RP∞)
| ÅÇÏ ËÌÁÓÓ üÊÌÅÒÁ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2 (ÔÁËÏÊ ËÌÁÓÓ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÅÏÒÉÅÎ-
ÔÉÒÕÅÍÏ). ðÏÓËÏÌØËÕ M É RP∞ | ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÌÅÖÁÔ × ÐÏÌÅ
Z=2Z, ÉÍÅÅÍ H∗(M × RP∞) = H∗(M)⊗H∗(RP∞) = H∗(M)[x]. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, e2(�) = ∑n

i=0 wi(�)xn−i, ÇÄÅ
wi(�) ∈ Hi(M) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ i-Í ËÌÁÓÓÏÍ ûÔÉÆÅÌÑ{õÉÔÎÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ �. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ (ÐÒÏÄÅÌÁÊ-
ÔÅ!), w0(�) = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. óÕÍÍÁ w(�) def= ∑n

i=0 wi(�) ∈ H∗(M) (ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ
ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ûÔÉÆÅÌÑ{õÉÔÎÉ.
ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ �m | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ RPm. ôÏÇÄÁ w1(�m) 6= 0 | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ xm ∈
H1(RPm) = Z=2Z. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ sm | ÓÅÞÅÎÉÅ �m, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ sm([a0 : · · · : am]) =

1
a2

0+···+a2
n

(a2
0; a0a1; : : : ; a0am). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ÎÕÌÅÊ | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ a0 = 0, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ e2(�m) | ËÌÁÓÓ,

Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÊ É ÅÓÔØ xm ∈ H1(RPm).
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ N ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ. óÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ p∗1�m ⊗ p∗2�N ÎÁ RPm × RPN , ÒÁ×ÎÏÅ sm ◦ p1 ⊗ sN ◦ p2,

ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ÎÕÌÅÊ | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÕÌÅÊ sm◦p1
É sN ◦ p2. ïÔÓÀÄÁ e2(p∗1�m ⊗ p∗2�N ) = xm + xN ÐÏ ÌÅÍÍÅ. ÷ÌÏÖÅÎÉÅ RPN ⊂ RP∞ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
× ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÄÏ N -ÙÈ ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, e2(p∗1�m ⊗ p∗2�) = xm + x, ÔÏ ÅÓÔØ w0(�m) = 1,
w1(�m) = xm É w(�m) = 1 + xm.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. 1) wk(f∗�) = f∗wk(�) ÄÌÑ ×ÓÅÈ k.

2) w(�1 ⊕ �2) = w(�1)w(�2).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1 ÌÅËÃÉÉ 12.

÷ÔÏÒÏÅ: ∑n1+n2
i=0 wi(�1 ⊕ �2)xn1+n2−i = e2((�1 ⊕ �2) ⊗ �) = e2((�1 ⊗ �) ⊕ (�2 ⊗ �)) = e2(�1 ⊗ �) ∪ e2(�2 ⊗ �)

(ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6 ÌÅËÃÉÉ 12) = ∑n1
i=0 wi(�1)xn1−i∑n1

i=0 wi(�2)xn2−i. ôÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ x = 1. ¤

ìÅÍÍÁ 2. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ë RPn ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ Hom(�n; �⊥n ), ÇÄÅ �⊥n | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÓÌÏÅÍ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ [a0 : · · · : an] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ÐÒÑÍÏÊ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ ÎÁ
×ÅËÔÏÒ (a0; : : : ; an) ∈ Rn+1.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ` = [a0 : · · · : an] ∈ RPn; ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ a = (a0; : : : ; an) ∈ ` ⊂ Rn+1. ðÕÓÔØ x(t) =
[x0(t) : · · · : xn(t)] | ËÒÉ×ÁÑ × RPn Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ x(0) = a; ×ÙÂÅÒÅÍ ËÒÉ×ÕÀ ~x(t) = (x0(t); : : : ; xn(t)) ∈
x(t) ⊂ Rn+1 ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ~x(0) = a. ëÒÉ×ÁÑ ~x ÚÁÄÁÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ �(t), ÇÄÅ �(0) =
1. ôÏÇÄÁ ÓËÏÒÏÓÔØ ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÉ t = 0 ÚÁÄÁÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÁÍÅÎÙ x′(0) 7→ �′(0)x(0) + x′(0); ÔÅÍ
ÓÁÍÙÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ×ÅËÔÏÒ x′(0) ∈ Rn+1=`. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÅËÔÏÒÁ (a0; : : : ; an)
ÐÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ` → Rn+1=`. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅ ` | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ` ËÒÉ×ÙÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÑ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ, ÜÔÉÍ ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ¤
ôÅÏÒÅÍÁ 2. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ TRPn⊕1 ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ (n+ 1) ËÏÐÉÊ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ �n
(ÓÉÍ×ÏÌÏÍ 1 ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Hom(�n; �n) ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ É ÉÍÅÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ (ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ-
ÑÈ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ: Hom(�n; �n) = 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, TRPn ⊕ 1 = Hom(�n; �⊥n ⊕ �n) = Hom(�n; (n+
1)1) = (n + 1) Hom(�n;1) = (n + 1)�n. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï �⊥n ⊕ �n = (n + 1)1 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Rn+1=` = `⊥, Á
`⊥ ⊕ ` = Rn+1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Hom(�n;1) = �n | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. [ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É ÐÒÉÍÅÒÁ 2] w(TRPn) = (1 + xn)n+1.

ðÕÓÔØ i1 + · · · + ik = m def= dimM ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ wi1;:::;ik(M) def= wi1(TM) : : : wik(TM) ∈
Hm(M) = Z=2Z.
ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ M = @N , ÇÄÅ N ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ôÏÇÄÁ wi1;:::;ik(M) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏ×.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ � : M → N | ×ÌÏÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ �∗TN = TM⊕1 (ÄÏËÁÖÉÔÅ!). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ wk(TM) = �∗wk(TN). ïÔÓÀÄÁ 〈wi1;:::;ik(M); [M ]2〉 = 〈wi1(TN) : : : wik(TN); �∗[M ]〉 = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ �∗[M ] =
0. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÕÁÎËÁÒÅ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m = dimM ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÔÏÇÄÁ
É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÕÌÅÍ ÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ [M ]2. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1 É ÔÅÏÒÅÍÙ 3). åÓÌÉ n 6= 2k − 1, ÔÏ RPn ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÅÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ n+ 1 = 2k ÉÍÅÅÍ (1 + t)n+1 = 1 mod 2.


