
Çàäà÷è ê ñïåöêóðñó �Ðåíîðìàëèçàöèÿ è óíèâåðñàëüíîñòü Ôåéãåíáàóìà�, 07 ìàðòà 2011 ã.

1. (ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.1) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî Æþëèà ðàöèîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ïó-
ñòî, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ îòîáðàæåíèé fnk , ÷òî îíè ñõîäÿòñÿ ê îáùåìó (ãîëîìîðôíîìó)
ïðåäåëó g íà âñåé ñôåðå Ðèìàíà.
(Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå äèàãîíàëüíûé ìåòîä.)

2. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Æþëèà ðàöèîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ñòåïåíè 1 ëèáî ïóñòî, ëèáî ñîñòîèò èç
åäèíñòâåííîé ïàðàáîëè÷åñêîé èëè îòòàëêèâàþùåé òî÷êè.

3. Ïóñòü f : Ĉ→ Ĉ � ðàöèîíàëüíîå ñòåïåíè d > 2. Äîêàæèòå, ÷òî:
a) f ïîëèíîìèàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f−1(∞) =∞;
b) f èìååò { 0,∞} â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà òî÷åê ñ êîíå÷íîé áîëüøîé îðáèòîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
f(z) = a · z±d, a 6= 0;
c) f èìååò òî÷êè ñ êîíå÷íûìè áîëüøèìè îðáèòàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ñîïðÿæåíî ïîëèíîìó èëè

îòîáðàæåíèþ z 7→ 1/zd ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî àâòîìîðôèçìà Ĉ.

4. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(z) = z + n. Äîêàæèòå, ÷òî îíà:
a) ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â C ñõîäèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè;

b) ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè â Ĉ, íî íå ñõîäèòñÿ ê ïîñòîÿííîìó îòîáðàæåíèþ f(z) = ∞ â C0-

òîïîëîãèè Ĉ.

5. (ïðèìåð Ôàòó)
a)* Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ f(z) = z2 + c, ãäå c > 1/4 � âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ, ìíîæåñòâî Æþëèà � êàíòî-
ðîâî ìíîæåñòâî, íå ïåðåñåêàþùåå âåùåñòâåííóþ îñü. À èìåííî, êàæäàÿ îðáèòà z0 7→ z1 7→ . . . , ëåæàùàÿ â
ìíîæåñòâå J , îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ çíàêîâ εn = sgn(Im(zn)) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z0 = lim
n→∞

ε0g(ε1g(. . . εn−1g(εnz̃) . . . )),

ãäå g(z) =
√
z − c� âåòâü f−1, îòîáðàæàþùàÿ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì U = C\[c,+∞) â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü,

à z̃ � íåêîòîðàÿ âûäåëåííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà J â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.
(Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå òîò ôàêò, ÷òî g, îãðàíè÷åííàÿ íà êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî J ⊂ U , � ñòðîãî
ñæèìàþùåå â ìåòðèêå Ïóàíêàðå ρU .)
b) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ îðáèòà âíå J ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

c) Äîêàæèòå òå æå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïðèìåðà Ôàòó w 7→ w2

c+w2 .

(Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå çàìåíó w = c/z.)
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