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Ðåíîðìàëèçàöèÿ.
îãðàíè÷åíèå ìíîæåñòâà Æþëèà èòåðàöèÿìè îáëàñòè � ïðèíöèï ñâÿçíîñòè � ïåðåñå÷åíèÿ

ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíûõ îòîáðàæåíèé � ðåíîðìàëèçàöèÿ

Â ýòîé ëåêöèè ìû âåðíåìñÿ ê ïîíÿòèþ ðåíîðìàëèçàöèè, î êîòîðîì ìû ãîâîðèëè â ëåêöèè 3. Ðåíîðìàëèçàöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì èíñòðóìåíòîì èçó÷åíèÿ ñèñòåìû, ñâîéñòâà êîòîðîé ïîâòîðÿþòñÿ ïðè ïåðåìàñøòàáèðîâíèè.
Íà ýòîé ëåêöèè ìû ñíîâà ïðèìåíèì åå ê èçó÷åíèþ îòîáðàæåíèé èç êâàäðàòè÷íîãî ñåìåéñòâà, íà ýòîò ðàç
êîìïëåêñíîãî. Ñóòü ìåòîäà, íàïîìíèì, çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå ê ðàññìîòðåíèþ îòîáðàæåíèÿ fn â íåêîòîðîé
(ìåíüøåé) îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè.

Ñïåðâà äîêàæåì äâà ïîëåçíûõ óòâåðæäåíèÿ, îäíî èç êîòîðûõ îïèñûâàåò ñâîéñòâà ìíîæåñòâà Æþëèà îòîá-
ðàæåíèÿ fn, à äðóãîå � ïåðåñå÷åíèÿ ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíûõ îòîáðàæåíèé.

×àñòü 1. Ïðèíöèï ñâÿçíîñòè

Òåîðåìà 1.1 (ïðèíöèï ñâÿçíîñòè). Ïóñòü f : C → C � ìíîãî÷ëåí ñî ñâÿçíûì çàïîëíåííûì ìíîæåñòâîì
Æþëèà K(f), à fn : U → V � ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíîå îòîáðàæåíèå ñî ñâÿçíûì çàïîëíåííûì ìíîæåñòâîì
Æþëèà Kn. Òîãäà:

(1) ìíîæåñòâî Æþëèà îòîáðàæåíèÿ fn : U → V ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå Æþëèà J(f);
(2) äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà L ⊂ K(f) ìíîæåñòâî L ∩Kn òàêæå ñâÿçíî.

Âíà÷àëå äîêàæåì ñëåäóþùèé íåñëîæíûé ôàêò, îáîáùàþùèé íà ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíûå îòîáðàæåíèÿ óòâåð-
æäåíèå î òîì, ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : z 7→ zd íåêîòîðûé îáðàç ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé äóãè U ⊂ S1 = J(f)
ñîäåðæèò âñå ìíîæåñòâî Æþëèà.

Ïóñòü K � êîìïàêòíîå çàïîëíåííîå (òî åñòü ñî ñâÿçíûì äîïîëíåíèåì) ñâÿçíîå êîíòèíóàëüíîå ìíîæåñòâî.
Ñåêóùåé êðèâîé äëÿ K ìû áóäåì íàçûâàòü çàìêíóòóþ äóãó, âíóòðåííîñòü êîòîðîé ëåæèò â C \K, à êîíöû
� íà ∂K.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d ñî ñâÿçíûì çàïîëíåííûì ìíîæåñòâîìÆþëèà K(f), à γ � åãî
ñåêóùàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ∂K. Òîãäà åñëè U � îãðàíè÷åííàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà
C\ (K∩γ), òî íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî J(f) ñîäåðæèòñÿ â îãðàíè÷åííîé êîìïîíåíòå C\fn(U)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì, êàê è â ëåêöèè 7, ñóùåñòâóþùèé ïî òåîðåìå Ðèìàíà îá îòîáðàæåíèè êîí-
ôîðìíûé èçîìîðôèçì φ : C \ ∆̄ → C \ K, íîðìàëèçîâàííûé ñîîòíîøåíèåì φ(z)/z → λ > 0 ïðè z → ∞.
Ïîñêîëüêó γ ñîåäèíÿåò ðàçëè÷íûå òî÷êè íà ∂K, òî δ = φ−1(γ) òàêæå ñîåäèíÿåò ðàçëè÷íûå òî÷êè íà S1 = ∂∆
ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.6 ëåêöèè 7. Ïóñòü V = φ−1(U). Òîãäà çàìûêàíèå Cl(V ) ñîäåðæèò íåêîòîðóþ äóãó
íà S1, à çíà÷èò, S1 ⊂ Cl(Fn(V )), ãäå F (z) = zd. Ïîñêîëüêó Fn(V ) îòêðûòî, îíî ñîäåðæèò ãëàäêóþ êðèâóþ,
îòäåëÿþùóþ S1 îò áåñêîíå÷íîñòè, ïîýòîìó è fn(U) îòäåëÿåò J îò áåñêîíå÷íîñòè. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïëîòíîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ îòòàëêèâàþùèõ
òî÷åê â ìíîæåñòâå Æþëèà ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíîãî îòîáðàæåíèÿ ñòåïåíè d > 1 (ñì. ïðåäûäóùóþ ëåêöèþ).

Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü L ∩ Kn íåñâÿçíî. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ îãðàíè÷åííàÿ
êîìïîíåíòà W ìíîæåñòâà C\ (L∩Kn), ÷òî L∩∂W � ïîäìíîæåñòâî ∂W , íå ñîâïàäàþùåå ñ íèì ñàìèì. Òîãäà
ìîæíî ïîñòðîèòü êðèâóþ γ ⊂ Cl(W ), ÿâëÿþùóþñÿ ñåêóùåé äëÿ Kn è èìåþùóþ ðàçëè÷íûå êîíöåâûå òî÷êè.
Áîëåå òîãî, êðèâóþ γ ìîæíî âûáðàòü ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê Kn.

Ïî òåîðåìå Äóàäè�Õàááàðäà, fn òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ìíîãî÷ëåíó ñòåïåíè d â îêðåñòíîñòèKn. Ñîãëàñíî
äîêàçàííîé ëåììå, îáëàñòü U , îãðàíè÷åííàÿ γ è Kn, ñïóñÿò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé îòîáðàæàåòñÿ â
îòêðûòîå ìíîæåñòâî, îòäåëÿþùåå Kn îò áåñêîíå÷íîñòè. Çíà÷èò, Kn ëåæèò âî âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà K(f),
òàê êàê îíî ïîëíî, à U ⊂W ⊂ K(f). Íî, ñîãëàñíî ïåðâîìó ïóíêòó, ∂Kn ⊂ ∂K(f). Ïðîòèâîðå÷èå. �
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×àñòü 2. Ïåðåñå÷åíèÿ ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíûõ îòîáðàæåíèé

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü fi : Ui → Vi � ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíûå îòîáðàæåíèÿ ñòåïåíåé di (i = 1, 2), òàêèå
÷òî f1 = f2 = f â îãðàíè÷åíèè íà U = U1 ∩ U2. Ïóñòü U

′ � òàêàÿ êîìïîíåíòà U , ÷òî U ′ ⊂ f(U ′) ⊂ V ′.
Òîãäà:

(1) f : U ′ → V ′ � ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíîå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè d 6 max(d1, d2),
è K(f) = K(f1) ∩K(f2) ∩ U ′;

(2) åñëè d = d1 = d2, òî K(f) = K(f1) = K(f2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V = V1 ∩ V2. Òîãäà f : U → V � ñîáñòâåííîå îòîáðàæåíèå, òàê êàê ìíîæåñòâî
f−1(E) = f−11 (E) ∩ f−12 (E) êîìïàêòíî, åñëè êîìïàêòíî E. Òîãäà îòîáðàæåíèå f : U ′ → V ′ � ñîáñòâåííîå, è
V ′ ìîæíî âûáðàòü êîìïîíåíòîé V . Ïîñêîëüêó U ′ è V ′ � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïåðåñå÷åíèé äèñêîâ â C, òî
îíè � òàêæå äèñêè. Êðîìå òîãî, Cl(U ′) êîìïàêòíî â V ′, òàê êàê Cl(U) êîìïàêòíî â V .

Èòàê, f : U ′ → V ′ ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíî. Åãî çàïîëíåííîå ìíîæåñòâî Æþëèà òàêîâî:

K(f) =
⋂
f−n(V ′) =

⋂[
f−n1 (V1) ∩ f−n2 (V2) ∩ U ′

]
= K(f1) ∩K(f2) ∩ U ′.

Íåðàâåíñòâî d 6 di ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ÷èñëà ïðîîáðàçîâ òî÷êè (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) íå ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ
ïðè ïåðåõîäå ê îãðàíè÷åíèþ îòîáðàæåíèÿ.

Åñëè æå d = di, òî f
−1(x) = f−1i (x) ïðè âñåõ x ∈ K(f). Ñîãëàñíî ïóíêòó (iv) ñëåäñòâèÿ òåîðåìû î òðàíçèòèâ-

íîñòè (ëåêöèÿ 4), èòåðèðîâàííûå ïðîîáðàçû ëþáîé òî÷êè ìíîæåñòâà Æþëèà ïëîòíû â ìíîæåñòâå Æþëèà.
Ïîýòîìó ∂K(f) = J(f) = J(fi) = ∂K(fi), îòêóäà K(f) = K(fi). �

×àñòü 3. Ðåíîðìàëèçàöèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.1. Êâàäðàòè÷íî-ïîäîáíûì îòîáðàæåíèåì íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíîå îòîáðàæå-
íèå ñòåïåíè 2.

Ïóñòü f(z) = z2 + c � êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå ñî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì Æþëèà (ò.å. c ëåæèò â ìíîæåñòâå
Ìàíäåëüáðîòà).

Îïðåäåëåíèå 3.2. Îòîáðàæåíèå fn íàçûâàåòñÿ ðåíîðìàëèçóåìûì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå îòêðûòûå äèñêè
U, V ⊂ C, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà 0 ∈ U è fn : U → V � êâàäðàòè÷íî-ïîäîáíîå îòîáðàæåíèå. (Èëè, ýêâèâà-
ëåíòíî, åñëè fnk(0) ∈ U ïðè âñåõ k > 0.) Âûáîð ïàðû U , V íàçûâàåòñÿ ðåíîðìàëèçàöèåé, à n � óðîâíåì
ðåíîðìàëèçàöèè.

Ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ óðîâíåé ðåíîðìàëèçàöèè ìû áóäåì îáîçíà÷àòü R(f).

Òåîðåìà 3.3 (åäèíñòâåííîñòü ðåíîðìàëèçàöèè). Âñå ðåíîðìàëèçàöèè îòîáðàæåíèÿ fn èìåþò îäíî è òî
æå çàïîëíåííîå ìíîæåñòâî Æþëèà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fn : U1 → V1 è f
n : U2 → V2 � äâå ðåíîðìàëèçàöèè îòîáðàæåíèÿ fn, èìåþùèå çàïîë-

íåííûå ìíîæåñòâà Æþëèà K1 è K2 ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñâÿçíîñòè (òåîðåìà 1.1), ìíîæåñòâî
K = K1 ∩K2 ñâÿçíî. Î÷åâèäíî, f

n(K) = K.

Ïóñòü U � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà U1 ∩ U2, ñîäåðæàùàÿ K, è ïóñòü V = fn(U). Ïî ïåðâîìó ïóíêòó
òåîðåìû 2.1, îòîáðàæåíèå fn : U → V ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíîå, ñ çàïîëíåííûì ìíîæåñòâîì Æþëèà K, è
èìåþùåå ñòåïåíü 2 (ïîòîìó ÷òî êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà 0 ëåæèò â U). Ïîñêîëüêó ñòåïåíè âñåõ òðåõ îòîáðàæåíèé
îäèíàêîâû, K = K1 = K2 ïî âòîðîìó ïóíêòó òåîðåìû 2.1. �

Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé. Âûáåðåì n ∈ R è ðåíîðìàëèçàöèþ fn : Un → Vn.

(1) Pn, Jn è Kn îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ïîñòêðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî áåç òî÷êè∞, ìíîæåñòâî Æþëèà
è çàïîëíåííîå ìíîæåñòâî Æþëèà êâàäðàòè÷íî-ïîäîáíîãî îòîáðàæåíèÿ fn : Un → Vn. Ïîñêîëüêó J
ñâÿçíî, Pn ⊂ Kn.
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(2) Kn(i) := f i(Kn), ãäå i = 1, 2, . . . , n, îáîçíà÷àþò ìàëûå çàïîëíåííûå ìíîæåñòâà Æþëèà.
Îíè ïåðåñòàâëÿþòñÿ ïî êðóãó ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ f , è Kn(n) = Kn.

(3) Pn(i) := P (f) ∩Kn(i) � ìàëûå ïîñòêðèòè÷åñêèå ìíîæåñòâà.
(4) Jn(i) := ∂Kn(i) � ìàëûå ìíîæåñòâà Æþëèà.
(5) Kn := Kn(1) ∪ · · · ∪Kn(n) � îáúåäèíåíèå ìàëûõ çàïîëíåííûõ ìíîæåñòâ Æþëèà.

Îíî âïîëíå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî f .
(6) Jn := Jn(1) ∪ · · · ∪ Jn(n).
(7) Vn(i) := f i(Un), è

Un
f−→ Vn(1)

f−→ . . .
f−→ Vn(n) = Vn.

Â ýòîé öåïî÷êå ïåðâîå îòîáðàæåíèå � ñîáñòâåííîå ñòåïåíè 2, à îñòàëüíûå � óíèâàëåíòíûå (èíúåê-
òèâíûå).

Òåîðåìà 3.3 ïîçâîëÿåò íàì óòâåðæäàòü, ÷òî ñëåäóþùèå âñå íàáîðû ìíîæåñòâ (êðîìå ïîñëåäíåãî, êîíå÷íî)
íå çàâèñÿò îò âûáîðà ðåíîðìàëèçàöèè.

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Ïóñòü îòîáðàæåíèå fn ðåíîðìàëèçóåìî. Òîãäà ïðè i = 1, . . . , n îòîáðàæåíèå

fn : Un(i)→ Vn(i)

êâàäðàòè÷íî-ïîäîáíî, ñ çàïîëíåííûì ìíîæåñòâîì Æþëèà Kn(i), è ãîëîìîðôíî ñîïðÿæåíî îòîáðàæåíèþ
fn : Un → Vn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå fn−i : Vn(i)→ Vn(n) óíèâàëåíòíî, è ñîïðÿãàåò fn : Un(i)→ Vn(i) ñ êâàäðàòè÷íî-
ïîäîáíûì fn : Un → Vn. Çíà÷èò, f

n : Un(i)→ Vn(i) êâàäðàòè÷íî-ïîäîáíî. Åãî çàïîëíåííîå ìíîæåñòâîÆþëèà
ðàâíî Kn(i), òàê êàê fn−i(Kn(i)) = Kn. �

Ïðîäîëæèì èçó÷åíèå ðåíîðìàëèçàöèè. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ãëàñèò, ÷òî ìàëûå çàïîëíåííûå ìíîæåñòâà
Æþëèà Jn(i) �ïî÷òè íå ïåðåñåêàþòñÿ�.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü ïåðåñå÷åíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ìíîæåñòâ Æþëèà íåïóñòî. Òîãäà èõ ïåðåñå÷åíèå
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè, êîòîðàÿ, áîëåå òîãî, ÿâëÿåòñÿ îòòàëêèâàþùåé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé
ïåðèîäà, äåëÿùåãîñÿ íà n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Jn(i) ∩ Jn(j) = E 6= ∅. Òîãäà fn(E) = E, è E ñâÿçíî ïî òåîðåìå 1.1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W òó ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó Un(i) ∩ Un(j), êîòîðàÿ ñîäåðæèò E. Ïóñòü W ′ = fn(W ). Îòîá-
ðàæåíèå fn : W →W ′ ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíî ïî òåîðåìå 2.1, è èìååò ñòåïåíü 1, ïîñêîëüêó i 6= j. Ïî ëåììå
Øâàðöà, èíâàðèàíòíîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé îòòàëêèâàþùåé òî÷êè
îòîáðàæåíèÿ fn. �

Òåîðåìà 3.6 (ÍÎÊ è ðåíîðìàëèçàöèÿ). Åñëè a, b ∈ R(f) è c = HOK(a, b), òî c ∈ R(f). Ïðè ýòîì Kc =
Ka ∩Kb.

Ñëåäñòâèå 3.7. Åñëè a, b ∈ R(f) è a äåëèò b, òî Ka ⊃ Kb.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

U∗a = { z ∈ Ua : faj(z) ∈ Ua; j = 1, . . . , c/a− 1 },
òîãäà f c : U∗a → Va � ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíîå ñòåïåíè 2c/a. Ââåäåì àíàëîãè÷íîå îáîçíà÷åíèå U∗b .

Ïî òåîðåìå 1.1, ìíîæåñòâî L = Ka ∩Kb ñâÿçíî. Ïóñòü Uc � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà U∗a ∩ U∗b , ñîäåðæàùàÿ L, à
Vc = f c(Uc). Ïî òåîðåìå 2.1, îòîáðàæåíèå f

c : Uc → Vc ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíî, ñ çàïîëíåííûì ìíîæåñòâîì
Æþëèà L.

Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà z = 0 ëåæèò â f i(L) = f i(Ka) ∩ f i(Kb) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a è b îáà äåëÿò i,
òî åñòü êîãäà i êðàòíî c. Ïîýòîìó f c èìååò åäèíñòâåííóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó â L, è ïîñêîëüêó L ñâÿçíî,
f c : Uc → Vc êâàäðàòè÷íî-ïîäîáíî. Îòñþäà c ∈ R(f) è Kc = L = Ka ∩Kb. �


