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Ðåíîðìàëèçàöèÿ.
ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíûå îòîáðàæåíèÿ � êâàçèêîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ � òåîðåìà î

âûïðÿìëåíèè � ïëîòíîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê â ìíîæåñòâå Æþëèà

×àñòü 1. Ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíûå îòîáðàæåíèÿ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû áûëî óäîáíî ðàñïðîñòðàíèòü ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ïîëèíîìèàëüíûõ îòîáðàæåíèé íà áîëåå
øèðîêèé êëàññ ôóíêöèé, Äóàäè è Õàááàðäîì áûë ââåäåí òåðìèí ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíûõ îòîáðàæåíèé
(polynomial-like maps). Ìû îïèøåì èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà, íå ïðèâîäÿ äîêàçàòåëüñòâ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå f : U → V îòêðûòûõ äèñêîâ U , V íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì,
åñëè ïðîîáðàç ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà êîìïàêòåí 1. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè êîíå-
÷åí; åãî ìîùíîñòü (ïîñ÷èòàííàÿ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ñîáñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ è
îáîçíà÷àåòñÿ deg f .

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f : C → C ñòåïåíè d > 1. Êàæäàÿ òî÷êà èìååò d ïðîîáðàçîâ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé.
Äèñê V = { z : |z| < R } äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà ñîäåðæèò ñâîé ïðîîáðàç U = f−1(V ), è åãî çàìû-
êàíèå êîìïàêòíî â V . Íàïîìíèì, çàïîëíåííîå ìíîæåñòâî Æþëèà ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê, ïîëîæèòåëüíûå
ïîëóîðáèòû êîòîðûõ îãðàíè÷åíû, è ðàâíî K(f) = ∩n>0f

−n(V ).

Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ìîòèâèðóþò ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíûì îòîáðàæåíèåì f : U → V íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîå îòîáðà-
æåíèå, äëÿ êîòîðîãî çàìûêàíèå Ū êîìïàêòíî â V . Çàïîëíåííûì ìíîæåñòâîì Æþëèà ïîëèíîìèàëüíî-
ïîäîáíîãî îòîáðàæåíèÿ íàçûâàåòñÿ K(f) = ∩n>0f

−n(V ). Ñòåïåíüþ ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíîãî îòîáðàæåíèÿ
íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïðîîáðàçîâ òî÷êè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü êëþ÷åâîé ôàêò ïðî ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíûå îòîáðàæåíèÿ � òåîðåìó î
âûïðÿìëåíèè � íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíî âàæíîå îïðåäåëåíèå.

×àñòü 2. Êâàçèêîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ

Êâàçèêîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì êîíôîðìíûõ è íåôîðìàëüíî îïðåäåëÿþòñÿ êàê îòîá-
ðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùåå ìàëûå êðóãè â ìàëûå ýëëèïñû ñ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûì ýêñöåíòðèñèòåòîì (â ñëó-
÷àå êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé îí ðàâåí íóëþ). Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ñëåäóþùåå.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ãîìåîìîðôèçì f : X → Y ìåæäó ðèìàíîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè íàçûâàåòñÿ êâàçèêîí-
ôîðìíûì, åñëè f èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèÿì ∂/∂z è ∂/∂z̄, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ
Áåëüòðàìè:

∂f/∂z̄ = µ(z) · ∂f/∂z,
ãäå µ � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ sup |µ| < 1. Ôóíêöèÿ µ íàçûâàåòñÿ äèëàòàöèåé.
Åñëè |µ| 6 K−1

K+1 , òî îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ K-êâàçèêîíôîðìíûì.

Ïðèìåðû 2.2. (1) Îòîáðàæåíèÿ (x, y) 7→ (x, 2y) è (x, y) 7→ (x, y/2) ÿâëÿþòñÿ 2-êâàçèêîíôîðìíûìè.
(2) Ëþáîå 1-êâàçèêîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå êîíôîðìíî.
(3) Êîìïîçèöèÿ g◦f K1-êâàçèêîíôîðìíîãî èK2-êâàçèêîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèéK1K2-êâàçèêîíôîðìíà.
(4) Åñëè f K-êâàçèêîíôîðìíî, òî f−1 òàêæå K-êâàçèêîíôîðìíî.

Òåîðåìà 2.3 (Ahlfors, Bers, 1960). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè µ íà ïëîñêîñòè êëàññà L∞, óäîâëåòâîðÿþùåé
||µ||∞ < 1, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êâàçèêîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå φ : C → C, èìåþùåå íåïîäâèæíûå
òî÷êè 0 è 1, òàêîå ÷òî äèëàòàöèÿ φ ðàâíà µ.

1âîîáùå, íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè ïðîîáðàç ëþáîãî êîìïàêò-

íîãî ìíîæåñòâà êîìïàêòåí
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×àñòü 3. Òåîðåìà î âûïðÿìëåíèè.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Äâà ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíûõ îòîáðàæåíèÿ f è g íàçûâàþòñÿ ãèáðèäíî ýêâèâàëåíòíû-
ìè, åñëè ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò êâàçèêîíôîðìíîå ñîïðÿæåíèå φ, îïðåäåëåííîå â îêðåñòíîñòè èõ çàïîëíåí-
íûõ ìíîæåñòâ Æþëèà K(f) è K(g), òàêîå ÷òî ∂̄φ = 0 íà K(f).

Çàìå÷àíèå 3.2. Òåðìèí, ïî âñåé âèäèìîñòè, ïðîèñõîäèò îò òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f è g �áîëüøå ÷åì êâà-
çèêîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíû�, íî ïðè ýòîì �ìåíüøå, ÷åì êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíû�.

Òåîðåìà 3.3 (Douady, Hubbard, 1985). Ëþáîå ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíîå îòîáðàæåíèå f ãèáðèäíî ýêâèâà-
ëåíòíî ïîëèíîìèàëüíîìó (òî÷íåå, åãî îãðàíè÷åíèþ íà ïîäõîäÿùèé êðóã) îòîáðàæåíèþ g òîé æå ñòåïåíè.
Åñëè ïðè ýòîì K(f) ñâÿçíî, òî ìíîãî÷ëåí g îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî àôôèííîãî ñîïðÿæåíèÿ.

Òåîðåìà î âûïðÿìëåíèè ïîçâîëÿåò ïåðåíîñèòü ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ïîëèíîìèàëüíûõ îòîáðàæåíèé íà ïîëèíîìèàëüíî-
ïîäîáíûå. Âîò ïðèìåð òàêîãî ðîäà.

Ñëåäñòâèå 3.4. Ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ïîëèíîìèàëüíî-ïîäîáíîãî îòîáðàæåíèÿ ñòåïåíè d > 1 ïëîòíû â
ìíîæåñòâå Æþëèà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î âûïðÿìëåíèè, óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ôàêòà
äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ (ñì. íèæå). �

×àñòü 4. Ïëîòíîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê â ìíîæåñòâå Æþëèà.

Òåîðåìà 4.1 (Fatou, Julia, 1985). Ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ðàöèîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ñòåïåíè d > 1 ïëîòíû
â ìíîæåñòâå Æþëèà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z0 � íåêîòîðàÿ òî÷êà J(f), íå ÿâëÿþùàÿñÿ íè êðèòè÷åñêîé, íè íåïîäâèæíîé. Ìû
äîêàæåì, ÷òî â ëþáîé åå îêðåñòíîñòè åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà; ýòîãî äîñòàòî÷íî, ïîòîìó ÷òî, ñîãëàñíî
ïóíêòó 5 ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû î òðàíçèòèâíîñòè (ëåêöèÿ 4), ìíîæåñòâî Æþëèà íå èìååò èçîëèðîâàííûõ
òî÷åê, ïîýòîìó êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê � êðèòè÷åñêèå è íåïîäâèæíûå � ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ.

Ó òî÷êè z0 ñóùåñòâóåò d ïðîîáðàçîâ z1, . . . zd. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, îíè ðàçëè÷íû è íå ñîâïàäàþò ñ z0.
Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè, ìîæíî íàéòè d ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé φj(z), îïðåäåëåííûõ â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè U òî÷êè z0 è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì f(φj(z)) = z è φj(z0) = zj . Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò
òàêèå n ∈ N è z ∈ U , ÷òî fn(z) ïðèíèìàåò îäíî èç òðåõ çíà÷åíèé: z, φ1(z) èëè φ2(z). Òîãäà â U áóäåò òî÷êà
ïåðèîäà n èëè n+ 1.

Ïðîâåäåì ðàññóæäåíèå îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü òàêîé òî÷êè z íå ñóùåñòâóåò íè ïðè êàêîì n. Òîãäà ñåìåéñòâî
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé (äâîéíûõ îòíîøåíèé)

gn(z) =
fn(z)− φ1(z)

fn(z)− φ2(z)
· z − φ1(z)

z − φ2(z)

íå ïðèíèìàåò òðåõ çíà÷åíèé 0, 1,∞, è ïîòîìó íîðìàëüíî. Òîãäà è fn îáðàçóåò íîðìàëüíîå ñåìåéñòâî â îãðà-
íè÷åíèè íà U , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî U ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì Æþëèà. �

Çàìå÷àíèå 4.2. Êðîìå òîãî, ìîæíî äîêàçàòü (òåîðåìà Ôàòó), ÷òî ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè
áîëüøå 1 èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ïðèòÿãèâàþùèõ èëè íåéòðàëüíûõ öèêëîâ. Ïîýòîìó, áîëåå òîãî, â ìíîæåñòâå
Æþëèà ïëîòíû îòòàëêèâàþùèå öèêëû.


