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Ïî íàïðàâëåíèþ ê ïàççëàì
ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà � çàïîëíåííîå ìíîæåñòâî Æþëèà

� âíåøíèå ëó÷è � ðàçáèåíèå íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè

×àñòü 1. Ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà

Íàïîìíèì, fc(z) = z2 + c, à ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà M ⊂ C � ýòî ñîâîêóïíîñòü òàêèõ ïàðàìåòðîâ c,
÷òî êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà 0 îòîáðàæåíèÿ fc íå ïðèíàäëåæèò áàññåéíó ïðèòÿæåíèÿ áåñêîíå÷íîñòè. Ìû íà÷íåì
ñ îáåùàííîãî äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëåíèé ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà. Äîêàçàòåëüñòâî ýòî,
ïðåñëåäóþùåå ñâîþ âíóòðåííþþ öåëü, áóäåò, êðîìå òîãî, èëëþñòðèðîâàòü îñíîâíûå ìåòîäû ïîñëåäóþùèõ
ðàñññóæäåíèé ëåêöèè.

Òåîðåìà 1.1. Ìíîæåñòâî Æþëèà îòîáðàæåíèÿ fc ñâÿçíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c ∈M .

Äîêàæåì ñïåðâà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (êîòîðîå ìû ïðèìåíèì ê îòîáðàæåíèÿì fc).

Ëåììà 1.2. Áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ áåñêîíå÷íîñòè ëþáîãî ïîëèíîìèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ áåñêîíå÷íîñòè ïîëèíîìèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ g ñîäåðæèò íåêîòîðûé
øàð V = { z : |z| > R } (ñ öåíòðîì â áåñêîíå÷íîñòè) è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå

∪∞n=0g
−n(V )

åãî èòåðàöèîííûõ ïðîîáðàçîâ. Ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî g−1(V ) ⊃ V , ÷òî âûïîëíåíî, åñëè R äîñòàòî÷íî
âåëèêî. Òîãäà èòåðàöèîííûå ïðîîáðàçû V âëîæåíû äðóã â äðóãà. Äëÿ ñâÿçíîñòè áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ áåñ-
êîíå÷íîñòè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñâÿçíîñòü êàæäîãî èç íèõ. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè.

Áàçà èíäóêöèè: V ñâÿçíî.

Øàã èíäóêöèè: ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå g ïîëèíîìèàëüíî, ïðîîáðàç g−(n+1)(V ) ìíîæåñòâà g−n(V ) ñîñòîèò
íå áîëåå ÷åì èç k êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ãäå k � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà, çàäàþùåãî g. Êàæäàÿ èç êîìïîíåíò
ïåðåñåêàåòñÿ ñ V , à èõ îáúåäèíåíèå ñîäåðæèò V . Çíà÷èò, îáëàñòü g−(n+1)(V ) ñâÿçíà. �

Ëåììà 1.3. Åñëè c ∈M , òî áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ áåñêîíå÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ fc îäíîñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óíèôîðìèçóþùóþ êàðòó â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè, êîòîðàÿ íå
ñîäåðæèò îðáèòû íóëÿ è â êîòîðîé îòîáðàæåíèå fc çàïèñûâàåòñÿ êàê z 7→ z2 (åå ñóùåñòâîâàíèå ãàðàíòèðóåò
òåîðåìà Á¼òõåðà). Òàê êàê îíà (ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü) íå ñîäåðæèò îðáèò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ýòà êàðòà
ïðîäîëæàåòñÿ íà âåñü áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ áåñêîíå÷íîñòè. Çíà÷èò, áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ áåñêîíå÷íîñòè áåç
ñàìîé òî÷êè ∞ êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòåí ïðîêîëîòîìó äèñêó. Äîáàâëÿÿ ê íåìó òî÷êó ∞, ïîëó÷àåì, ÷òî îí
îäíîñâÿçåí. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùèì ëåììàì, åñëè c ∈ M , òî áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ áåñêî-
íå÷íîñòè ñâÿçåí è îäíîñâÿçåí. Çíà÷èò, åãî ãðàíèöà ñâÿçíà. Íî, êàê íàì èçâåñòíî (ñëåäñòâèå 3.5(ii), ëåêöèÿ
4), ãðàíèöà áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ ëþáîé ïðèòÿãèâàþùåé îðáèòû ðàöèîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ
ìíîæåñòâîì Æþëèà.

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü ìíîæåñòâî Æþëèà ñâÿçíî. Òîãäà áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ áåñêîíå÷íîñòè
îäíîñâÿçåí (èíà÷å áû îêðåñòíîñòü íåñòÿãèâàåìîé ïåòëè â ýòîì áàññåéíå ðàçäåëÿëà áû åãî ãðàíèöó íà äâå
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè).

Èç ëåêöèè 4 ìû çíàåì, ÷òî ìíîæåñòâîÆþëèà áåñêîíå÷íî. Òîãäà áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ áåñêîíå÷íîñòè, êîòîðûé
ñ íèì íå ïåðåñåêàåòñÿ, íå ñîäåðæèò òðåõ òî÷åê è ïî òåîðåìå Ðèìàíà êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòåí ñ ïîìîùüþ
íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ h åäèíè÷íîìó äèñêó ∆ (â îãðàíè÷åíèè íà êîòîðîå äåéñòâóåò g = h ◦ f ◦ h−1).
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Ïóñòü íîëü ëåæèò â áàññåéíå ïðèòÿæåíèÿ áåñêîíå÷íîñòè, è ïóñòü a = h(∞), b = h(0). Ðàññìîòðèì c = g(b)
è ïóòü γ, ñîåäèíÿþùèé a è c è íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç b. Òàê êàê a è b � åäèíñòâåííûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè
îòîáðàæåíèÿ g, à a è c � èõ îáðàçû, òî ó âñåõ òî÷åê ïóòè γ, êðîìå åãî êîíöîâ, áóäåò ïî äâà ïðîîáðàçà
ïðè îòîáðàæåíèè g 1. Çíà÷èò, ïðîîáðàç γ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòóþ íåïåðåñåêàþùóþñÿ êðèâóþ. Òîãäà
îáðàç åå âíóòðåííîñòè ïåðåõîäèò â îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ êðèâîé γ, à îíà íå îãðàíè÷èâàåò íèêàêîé îáëàñòè.
Ïðîòèâîðå÷èå. �

×àñòü 2. Âíåøíèå ëó÷è

Êàê ìû óáåäèëèñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1, åñëè îðáèòà íóëÿ îãðàíè÷åíà, òî áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ áåñ-
êîíå÷íîñòè êîíôîðìíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìîæíî îòîæäåñòâèòü â åäèíè÷íûì äèñêîì (èëè æå ñ åãî îòêðûòîé

âíåøíîñòüþ â Ĉ). Îêàçûâàåòñÿ, ñòðóêòóðà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè àíàëèçå ìíîæåñòâà
Æþëèà.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü f : Ĉ→ Ĉ � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d > 2 ñ ñóïåðïðèòÿãèâàþùåé íåïîäâèæíîé òî÷êîé
∞. Çàïîëíåííûì ìíîæåñòâîì Æþëèà îòîáðàæåíèÿ f íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèå Ĉ \ A∞, ãäå A∞ � áàññåéí
ïðèòÿæåíèÿ áåñêîíå÷íîñòè.

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, çàïîëíåííîå ìíîæåñòâîÆþëèà êîìïàêòíî, åãî ãðàíèöà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
Æþëèà, à ñàìî îíî ñâÿçíî, åñëè òîëüêî ñâÿçíî ìíîæåñòâî Æþëèà.

Ïóñòü òåïåðü K � êîìïàêòíîå çàïîëíåííîå (òî åñòü ñî ñâÿçíûì äîïîëíåíèåì) ñâÿçíîå ìíîæåñòâî ìîùíî-
ñòè áîëüøå 1 (è, ñëåäîâàòåëüíî, êîíòèíóàëüíîå). Ïðèìåðîì òàêîãî ìíîæåñòâà ìîæåò ñëóæèòü çàïîëíåí-
íîå ìíîæåñòâî Æþëèà äëÿ îòîáðàæåíèÿ èç êâàäðàòè÷íîãî ñåìåéñòâà ñ ïàðàìåòðîì, ëåæàùèì â ìíîæåñòâå
Ìàíäåëüáðîòà. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà îá îòîáðàæåíèè, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîíôîðìíûé èçîìîðôèçì
φ : C \ ∆̄→ C \K, òàêîé ÷òî φ(z)/z → λ > 0 ïðè z →∞.

Äëÿ êàæäîãî óãëà t ∈ R/Z îïðåäåëèì âíåøíèé ëó÷ Rt ⊂ C êàê

Rt = {φ(r exp(2πit)) : 1 < r <∞}.
Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âíåøíèé ëó÷ çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå x, åñëè

lim
r→1+

φ(r exp(2πit)) = x.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ëó÷ çàêàí÷èâàåòñÿ â x, òî, àâòîìàòè÷åñêè, x ∈ J(f).

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïî÷òè âñå ëó÷è çàêàí÷èâàþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = { z : 1 < |z| < 2 }. Òîãäà, ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî,(∫
A

|φ′(z)||dz|2
)2

6

(∫
A

1|dz|2
)
·
(∫

A

|φ′(z)|2|dz|2
)

= area(A) · area(φ(A)) <∞.

Çíà÷èò, èíòåãðàë
∫ 2

1
|φ′(r exp(2πit))|dr êîíå÷åí ïðè ïî÷òè ëþáîì t. Çíà÷èò, �õâîñòû� ïî÷òè âñåõ âíåøíèõ

ëó÷åé èìåþò êîíå÷íóþ äëèíó, îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå. �

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèå äâà êëàññè÷åñêèõ êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòà (ïåðâûé
èç íèõ ïðèíàäëåæèò Ô. è Ì. Ðèññàì, à âòîðîé � Ëèíäåë¼ôó).

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíîé ìåðû íà îêðóæíîñòè åñòü äâà âíåøíèõ ëó÷à, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì ýòîãî ìíîæåñòâà, êîíöû êîòîðûõ ðàçëè÷íû.

Èíà÷å ãîâîðÿ, îòîáðàæåíèå êîíöîâ ëó÷åé íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì íè íà êàêîì ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé
ìåðû.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü φ(z) → x ∈ ∂K åñëè z → exp(2πit) âäîëü êàêîé-òî êðèâîé. Òîãäà x ÿâëÿåòñÿ êîíöîì
ëó÷à Rt.

1íàðèñóéòå ðèñóíîê, èëè ïîñìîòðèòå åãî íà ëåêöèè
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Îïðåäåëåíèå 2.5. Òî÷êà x ∈ ∂K íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì îáðàçîâ êàêîé-òî
ãëàäêîé êðèâîé èç C \ {̄∆ }.

Èç òåîðåì 2.4 è 2.5 ñëåäóåò ïðåäëîæåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 2.6. (i) Òî÷êà x ∈ ∂K äîñòèæèìà, åñëè è òîëüêî åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ êîíöîì êàêîãî-òî
ëó÷à.
(ii) Åñëè δ � ïóòü â C \K, ñòðåìÿùèéñÿ ê x ∈ ∂K, òî γ = φ−1 ◦ δ ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå exp(2πit).
(iii) Ìíîæåñòâî êîíöåâûõ òî÷åê ëó÷åé ïëîòíî â ∂K.

Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü n > 1. Â òî÷êó x ïðèõîäÿò n ëó÷åé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ðàçáèâàåò K íà
n êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî åñëè â òî÷êó x ïðèõîäÿò n ëó÷åé, òî x ðàçáèâàåò K êàê ìèíèìóì íà n êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè. Ïîýòîìó íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî åñëè x ðàçáèâàåò K íà n êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, òî â òî÷êó x
ïðèõîäÿò ïî ìåíüøåé ìåðå n ëó÷åé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n = 2 (ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî n ëèøü íåìíîãèì áîëåå ãðîìîçäêèé â îïèñàíèè ðàññóæäå-
íèÿ). Òîãäà K \{x } = A∪B, ãäå A è B çàìêíóòû â C\{x } è íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ôóíêöèþ
α : C \ {x } → [0, 1], äëÿ êîòîðîé α−1(0) = A è α−1(1) = B. Òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò ïî òåî-
ðåìå Òèòöå î ïðîäîëæåíèè, è íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî åå ìîæíî ñäåëàòü è ãëàäêîé. Òîãäà, âçÿâ åå ðåãóëÿðíîå
çíà÷åíèå r ∈ (0, 1), ïîëó÷èì îäíîìåðíîå âëîæåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå F = α−1(r) â C \ {x }.

Ñîåäèíèì A è B êðèâîé γ, âíóòðåííèå òî÷êè êîòîðîé ëåæàò â C\K. Òîãäà ýòà êðèâàÿ ðàçäåëÿåò C\K íà äâå
÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ (íàçîâåì åå U) îãðàíè÷åíà. Åñëè áû âñå êîìïîíåíòû F ∩ Ū áûëè áû êîìïàêòíûìè,
êðèâóþ γ ìîæíî áûëî áû ïðîâåñòè íå ïåðåñåêàÿ F , ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè
äëÿ ôóíêöèè α. Ïîýòîìó ó F ∩ Ū åñòü êîìïîíåíòà F1, äèôôåîìîðôíàÿ [0,∞]. Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè U , åé
íè÷åãî íå îñòàåòñÿ êðîìå êàê ñäåëàòü òî÷êó x äîñòèæèìîé, à ñëåäîâàòåëüíî, è êîíöåâîé äëÿ êàêîãî-òî ëó÷à
Rt1 .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ âòîðîãî ëó÷à, îòëè÷íîãî îò ïåðâîãî, îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî Rt1 íå ðàç-
áèâàåò ïëîêîñòü íà äâå ÷àñòè, ïîýòîìó A è B ìîæíî ñîåäèíèòü äðóãîé êðèâîé γ′ ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè, íî
íå ïåðåñåêàþùåé Rt1 , è ïðèâåñòè òå æå àðãóìåíòû. �


