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Ãîëîìîðôíàÿ äèíàìèêà: îáçîð.
òåîðåìà Âåéåðøòðàññà � òåîðåìà Ê¼áå îá èñêàæåíèÿõ � òåîðåìà Ìîíòåëÿ � ìíîæåñòâà

Ôàòó è Æþëèà è èõ ñâîéñòâà � òåîðåìà î òðàíçèòèâíîñòè è åå ñëåäñòâèÿ

Ïóñòü äàíî ãëàäêîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà â ñåáÿ. Î÷åíü ïðîäóêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ðàñ-
øèðåíèåì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Òîãäà íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ
èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, ìîæíî äåëàòü âûâîäû îòíîñèòåëüíî èñõîäíîãî îòîáðàæå-
íèÿ íà âåùåñòâåííîé îñè. Èòåðàöèÿìè ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé çàíèìàåòñÿ ãîëîìîðôíàÿ äèíàìèêà.

×àñòü 1. Íåîáõîäèìûå ôàêòû èç êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ ïîñëåäóþùèõ ëåêöèé: ∆ = { z ∈ C : |z| < 1 } � åäèíè÷íûé äèñê, è Ĉ � ñôåðà
Ðèìàíà.

Òåîðåìà 1.1 (òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè). Ðàâíîìåðíûé ïðåäåë f ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè fn ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â îáëàñòè U � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Áîëåå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðîèçâîäíûõ f ′n ýòèõ ôóíêöèé ñõîäèòñÿ ê f ′ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â U .

Îïðåäåëåíèå 1.2. Óíèâàëåíòíîå îòîáðàæåíèå � èíúåêòèâíîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå.

Òåîðåìà 1.3 (òåîðåìà Ê¼áå îá èñêàæåíèÿõ). Ïðîñòðàíñòâî óíèâàëåíòíûõ îòîáðàæåíèé f : ∆ → Ĉ êîì-

ïàêòíî ñ òî÷íîñòüþ äî êîìïîçèöèé ñ àâòîìîðôèçìàìè Ĉ.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óíèâàëåíòíûõ îòîáðàæåíèé ìîæíî âûáðàòü òàêóþ

åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn : ∆ → Ĉ è òàêèå ìåáèóñîâû (ò.å. äðîáíî-ëèíåéíûå) ïðåîáðàçîâàíèÿ Mn : Ĉ →
Ĉ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Mn ◦ fn ñõîäèòñÿ ê óíèâàëåíòíîìó îòîáðàæåíèþ f ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòíûõ
ïîäìíîæåñòâàõ â ∆.

Ýêâèâàëåíòíàÿ (áîëåå êëàññè÷åñêàÿ) ôîðìóëèðîâêà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 1.4 (òåîðåìà Ê¼áå îá èñêàæåíèÿõ, âàðèàíò 2). Ïðîñòðàíñòâî óíèâàëåíòíûõ îòîáðàæåíèé f : ∆→
C, íîðìàëèçîâàííîå óñëîâèÿìè f(0) = 0 è f ′(0) = 1, êîìïàêòíî â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà
êîìïàêòàõ.
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ r < 1 è x, y ∈ ∆(r) := { z ∈ C : |z| < r } è íåêîòîðîé ôóíêöèè C(r), òàêîé, ÷òî C(r)→ 1
ïðè r → 0, âûïîëíåíî

1

C(r)
6
|f(x)− f(y)|
|x− y|

6 C(r),
1

C(r)
6 f ′(x) 6 C(r).

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïóñòü X � êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå. Ñåìåéñòâî F ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé f : X →
Ĉ íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ∈ F èìååò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðàâíîìåð-
íî ñõîäÿùóþñÿ íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ â X.

Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, ïðåäåë f∞ � òàêæå ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ èç X â Ĉ.

Òåîðåìà 1.6 (òåîðåìà Ìîíòåëÿ). Äëÿ âñÿêîãî êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ îòîá-

ðàæåíèé â Ĉ \ { 0, 1,∞} îáðàçóåò íîðìàëüíîå ñåìåéñòâî.

Ñëåäñòâèå 1.7. Ïóñòü si : X → Ĉ, i = 1, 2, 3 � òðè ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèÿ, ãðàôèêè êîòîðûõ íå ïåðå-

ñåêàþòñÿ. Òîãäà ñåìåéñòâî F âñåõ îòîáðàæåíèé f : X → Ĉ, ãðàôèêè êîòîðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ ãðàôèêàìè
si, íîðìàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèå îò x ∈ X ìåáèóñîâû ïðåîáðàçîâàíèÿ A(x), îòîáðà-
æàþùèå { si(x) } â òî÷êè { 0, 1,∞}. Òîãäà ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ∈ F çàäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
gn(x) = A(x)(fn(x)) îòîáðàæåíèé, íå ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèé â òî÷êàõ { 0, 1,∞}. Òîãäà ïðîîáðàç ñõîäÿùåéñÿ
íà êîìïàêòàõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè gnk

� èñêîìûé. �
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×àñòü 2. Ìíîæåñòâà Ôàòó è Æþëèà.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü S � êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü è f : S → S � íåïîñòîÿííîå ãîëîìîðôíîå
îòîáðàæåíèå. Ìíîæåñòâîì Ôàòó F = F (f) íàçûâàåòñÿ îáëàñòü íîðìàëüíîñòè ñåìåéñòâà èòåðàöèé îòîáðà-
æåíèÿ f (òî åñòü ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê p ∈ S, ÷òî íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U = U(p), îãðàíè÷åíèå ñåìåéñòâà
fn íà êîòîðóþ íîðìàëüíî). Ìíîæåñòâîì Æþëèà J = J(f) íàçûâàåòñÿ S \ F .

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, ìíîæåñòâî Ôàòó îòêðûòî, à ìíîæåñòâî Æþëèà çàìêíóòî. Êàê ìû óâèäèì, äè-
íàìèêà îòîáðàæåíèÿ íà ìíîæåñòâå Ôàòó, â íåêîòîðîì ñìûñëå, ïðåäñêàçóåìà, à íà ìíîæåñòâå Æþëèà � íåò.
Òî÷êà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Æþëèà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â åå îêðåñòíîñòè îòîáðàæåíèå äåìîí-
ñòðèðóåò ÷óâñòâèòåëüíóþ çàâèñèìîñòü îò èçìåíåíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ïðè ýòîì ñàìî ìíîæåñòâî Æþëèà
îáû÷íî èìååò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó ñàìîïîäîáíîãî ôðàêòàëà (ïðèìåð íèæå ýòîãî, ïðàâäà, íå ïîäòâåðæäàåò).

Ïðèìåð 2.2. Ïóñòü f : Ĉ→ Ĉ, f(z) = z2. Òîãäà J = { z : |z| = 1 }.

Ëåììà 2.3 (ëåììà îá èíâàðèàíòíîñòè). Ìíîæåñòâà Ôàòó è Æþëèà âïîëíå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
îòîáðàæåíèÿ f , òî åñòü z ∈ F ⇐⇒ f(z) ∈ F è z ∈ J ⇐⇒ f(z) ∈ J .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äâà óòâåðæäåíèÿ ëåììû ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó. Óòâåðæäåíèå ïðî ìíîæåñòâî Ôàòó
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî U ⊂ S ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fnj ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà êîìïàêòàõ
èç U òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèé fnj+1 ñõîäèòñÿ íà êîìïàêòàõ
èç f−1(U). �

Ñëåäñòâèå 2.4 (ñàìîïîäîáèå ìíîæåñòâà Æþëèà). Äëÿ ëþáîé íåêðèòè÷åñêîé òî÷êè z ∈ J ñóùåñòâóåò
(èíäóöèðîâàííûé) êîíôîðìíûé àâòîìîðôèçì íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z â îêðåñòíîñòü òî÷êè f(z),
ïåðåâîäÿùèé äðóã â äðóãà ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà Æþëèà ñ ýòèìè îêðåñòíîñòÿìè.

Ëåììà 2.5 (ëåììà îá èòåðàöèè). Äëÿ ëþáîãî k > 0 âûïîëíåíî F (f) = F (fk) è J(f) = J(fk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k = 2. Åñëè z ∈ F (f2), òî äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè z ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îãðàíè÷åíèÿ ÷åòíûõ èòåðàöèé f2n íà U ñîäåðæèòñÿ â êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå K ⊂ Hol(U, S). Çíà÷èò, êàæäàÿ
èòåðàöèÿ îòîáðàæåíèÿ f , îãðàíè÷åííàÿ íà U , ïðèíàäëåæèò êîìïàêòíîìó ìíîæåñòâó K ∪ f ◦K ⊂ Hol(U, S).
Çíà÷èò, z ∈ F (f). Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî. Ñëó÷àé k > 2 àíàëîãè÷åí (íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü
îáúåäèíåíèå K è åãî êîìïîçèöèé ñ ïåðâûìè k − 1 èòåðàöèÿìè f). Óòâåðæäåíèå ïðî ìíîæåñòâî Æþëèà
ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî. �

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïóñòü λ � ìóëüòèïëèêàòîð ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû. Òîãäà îðáèòà íàçûâàåòñÿ:
ïðèòÿãèâàþùåé, åñëè |λ| < 1;
íåéòðàëüíîé, åñëè |λ| = 1;
îòòàëêèâàþùåé, åñëè |λ| > 1.
Ïðèòÿãèâàþùàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà íàçûâàåòñÿ ñóïåðïðèòÿãèâàþùåé, åñëè λ = 0, è ãåîìåòðè÷åñêè ïðè-
òÿãèâàþùåé èíà÷å. Íåéòðàëüíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà îòîáðàæåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé, åñëè åå
ìóëüòèïëèêàòîð ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èç åäèíèöû, íî ïðè ýòîì fn 6= id íè äëÿ êàêîãî n > 0.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Îáëàñòüþ (áàññåéíîì) ïðèòÿæåíèÿ ïðèòÿãèâàþùåé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû ïåðèîäà m
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê, êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ ê îäíîé èç òî÷åê îðáèòû ïðè äåéñòâèè èòåðàöèé
îòîáðàæåíèÿ fm.

Ïî îïðåäåëåíèþ, îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ ëþáîé ïðèòÿãèâàþùåé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû îòêðûòà.

Ëåììà 2.8. Ïóñòü S êîìïàêòíî. Òîãäà êàæäàÿ ïðèòÿãèâàþùàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà ñîäåðæèòñÿ â F ,
à êàæäàÿ îòòàëêèâàþùàÿ � â J .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà îá èòåðàöèè ñâîäèò çàäà÷ó ê ñîîòâåòñòâóþùåìó óòâåðæäåíèþ ïðî íåïîäâèæíûå
òî÷êè. Ïóñòü z0 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà è |λ| > 1. Òîãäà ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ fn â òî÷êå z0 ðàâíà λ

n. Çíà÷èò, ïî
òåîðåìå Âåéåðøòðàññà î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íèêàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèé íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ
ðàâíîìåðíî â îêðåñòíîñòè z0. Åñëè æå |λ| < 1, òî ïðè |λ| < c < 1 èç ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ñëåäóåò, ÷òî
|f(z)− f(z0)| < c|z − z0| ïðè âñåõ z, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê z0. �
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Ñëåäñòâèå 2.9. Áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ëþáîé ïðèòÿãèâàþùåé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû òàêæå ëåæèò â F .

Ñëó÷àé íåéòðàëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè íàìíîãî ñëîæíåå. Îäíàêî ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Ëåììà 2.10 (ëåììà î ïàðàáîëè÷åñêèõ îðáèòàõ). Ïóñòü S êîìïàêòíî. Òîãäà êàæäàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ îðáèòà
ñîäåðæèòñÿ â J .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà îá èòåðàöèè ñâîäèò çàäà÷ó ê óòâåðæäåíèþ ïðî íåïîäâèæíóþ ïàðàáîëè÷åñêóþ òî÷-
êó z0 ñ ìóëüòèïëèêàòîðîì 1.
Ïóñòü w � ëîêàëüíûé óíèôîðìèçóþùèé ïàðàìåòð, òàêîé, ÷òî åãî çíà÷åíèå w = 0 ñîîòâåòñòâóåò z0. Òîãäà
f̃(w) = w+aqw

q+. . . , ãäå q > 2, aq 6= 0. Çíà÷èò, f̃k(w) = w+kaqw
q+. . . , è ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà q îòîáðàæåíèÿ

f̃k ðàâíà k · (q!aq). Óòâåðæäåíèå òåïåðü ñëåäóåò èç òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. �

×àñòü 3. Äèíàìèêà íà ñôåðå Ðèìàíà.

Õîòÿ ìíîæåñòâà Ôàòó è Æþëèà îïðåäåëåíû íà ëþáîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, íàèáîëåå èíòåðåñíûì äëÿ

íàñ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé ñôåðû Ðèìàíà Ĉ â ñåáÿ, òî åñòü ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Ñòåïåíüþ d ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f(z) = p(z)
q(z) , ãäå p, q � ìíîãî÷ëåíû, íå èìåþùèå îáùèõ ìíîæèòåëåé,

íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ èç ñòåïåíåé p è q. Ñòåïåíü ðàöèîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ åñòü ÷èñëî ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ f(z) = c (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé).

Âñþäó íèæå ìû áóäåì ïîëàãàòü d > 2 (òî åñòü, ÷òî îòîáðàæåíèå íå ïîñòîÿííî è íå äðîáíî-ëèíåéíî).

Ëåììà 3.1. Ìíîæåñòâî Æþëèà ðàöèîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ñòåïåíè 2 è âûøå íåïóñòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè áû J(f) áûëî ïóñòî, òî ñåìåéñòâî èòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ f áûëî áû íîðìàëüíûì íà
âñåé ñôåðå Ðèìàíà. Ñ ïîìîùüþ ëåììû Áîðåëÿ-Ëåáåãà è äèàãîíàëüíîãî ìåòîäà, âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fnj , êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ãîëîìîðôíîìó ïðåäåëó g : Ĉ→ Ĉ. Íî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñòåïåíü fnj ðàâíà
dnj , à ñ äðóãîé � ðàâíà ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ g ïðè áîëüøèõ nj , òàê êàê ñ òîãî ìîìåíòà, êàê ñôåðè÷åñêîå
ðàññòîÿíèå ìåæäó fnj è g ñòàíåò ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àíòèïîäàëüíûìè òî÷êàìè, âñÿêîå îòîáðàæåíèå
fnj ìîæíî ïðîãîìîòîïèðîâàòü â g âäîëü (åäèíñòâåííîé) ãåîäåçè÷åñêîé íà ñôåðå, à ó ãîìîòîïíûõ îòîáðàæåíèé
ñòåïåíè ñîâïàäàþò. �

Îïðåäåëåíèå 3.2. Áîëüøîé îðáèòîé òî÷êè z îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ f : S → S íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
go(z, f), ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê z′ ∈ S, ÷üè îðáèòû ïåðåñåêàþò îðáèòó òî÷êè z

Ëåììà 3.3 (ëåììà î êîíå÷íûõ áîëüøèõ îðáèòàõ). Åñëè f � ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè d > 2,
òî ìíîæåñòâî E(f) òî÷åê ñ êîíå÷íûìè áîëüøèìè îðáèòàìè èìååò íå áîëåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Åñëè òàêèå
òî÷êè ñóùåñòâóþò, òî îíè ñóïåðïðèòÿãèâàþùèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó f îòîáðàæàåò Ĉ íà ñåáÿ, òî îíî îòîáðàæàåò áîëüøóþ îðáèòó íà ñåáÿ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, áîëüøàÿ îðáèòà îáðàçóåò öèêë. Çíà÷èò, êàæäàÿ òî÷êà îðáèòû ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé (ïîñêîëüêó
èìååò d > 1 ïðîîáðàçîâ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè), îòêóäà ñëåäóåò âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïåðâîå óòâåðæäå-
íèå ëåììû ñëåäóåò èç òåîðåìû Ìîíòåëÿ: åñëè áû E(f) ñîäåðæàëî òðè òî÷êè, òî äîïîëíåíèå U ê áîëüøèì
îðáèòàì ýòèõ òî÷åê ëåæàëî áû â ìíîæåñòâå Ôàòó. Òîãäà ìíîæåñòâî Æþëèà áûëî áû ïóñòî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäûäóùåé ëåììå. �

Òåîðåìà 3.4 (òåîðåìà î òðàíçèòèâíîñòè). Ïóñòü z1 ∈ J(f) è N � îêðåñòíîñòü z1. Òîãäà îáúåäèíåíèå U

îáðàçîâ fn(N) ñîäåðæèò âñå ìíîæåñòâî Æþëèà è ñîäåðæèò âñå Ĉ, êðîìå, áûòü ìîæåò, äâóõ òî÷åê.

Áîëåå òî÷íî, åñëè N äîñòàòî÷íî ìàëî, òî U = Ĉ \ E(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî â äîïîëíåíèè ê U íå ìîæåò áûòü áîëåå òðåõ òî÷åê, ñëåäóåò èç òåîðåìû Ìîíòåëÿ

(èíà÷å z1 ∈ U ⊂ F ). Åñëè z ∈ Ĉ \U , òî f−1(z) ⊂ Ĉ \U . Ñëåäîâàòåëüíî, z ïåðèîäè÷åñêàÿ è z ∈ E(f). Îñòàåòñÿ

çàìåòèòü, ÷òî åñëè âíà÷àëå âçÿòü N ⊂ Ĉ \ E(f), òî U = Ĉ \ E(f). �
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Ñëåäñòâèå 3.5. (i) Åñëè ìíîæåñòâî Æþëèà ñîäåðæèò âíóòðåííþþ òî÷êó, òî îíî ñîâïàäàåò ñî âñåé
ñôåðîé Ðèìàíà;
(ii) Ãðàíèöà áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ A ëþáîé ïðèòÿãèâàþùåé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû ñîâïàäàåò ñ ìíîæå-
ñòâîì Æþëèà;
(iii) Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Ôàòó ëèáî ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé êîìïîíåíòîé ñâÿçíî-
ñòè ìíîæåñòâà A, ëèáî íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ A;
(iv) Èòåðèðîâàííûå ïðîîáðàçû { z : ∃n > 0|fn(z) = z0 } ëþáîé òî÷êè z0 ìíîæåñòâà Æþëèà âñþäó ïëîòíû
â J ;
(v) Ìíîæåñòâî Æþëèà íå èìååò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Âûáåðåì îêðåñòíîñòü òî÷êè, ïîëíîñòüþ ëåæàùóþ â ìíîæåñòâå Æþëèà. Òîãäà ïî òåî-

ðåìå î òðàíçèòèâíîñòè â ìíîæåñòâå Æþëèà ñîäåðæèòñÿ Ĉ\E(f), à çíà÷èò, â ñèëó çàìêíóòîñòè J , è âñÿ ñôåðà
Ðèìàíà.
(ii) Ëþáàÿ òî÷êà ãðàíèöû ëåæèò â ìíîæåñòâå J , òàê êàê â ëþáîé åå îêðåñòíîñòè åñòü êàê òî÷êè, êîòîðûå
ñòðåìÿòñÿ ê ïåðèîäè÷åñêîé, òàê è òî÷êè, íèêîãäà íå ïîïàäàþùèå â åå áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ. Ëþáàÿ òî÷êà z
ìíîæåñòâà Æþëèà ëåæèò íà ãðàíèöå áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ, ïîòîìó ÷òî â ñèëó òåîðåìû êàêàÿ-òî ïîëîæè-
òåëüíàÿ èòåðàöèÿ ëþáîé åå îêðåñòíîñòè ïåðåñåêàåòñÿ ñ áàññåéíîì ïðèòÿæåíèÿ, à çíà÷èò, è ñàìà îêðåñòíîñòü
ñ íèì ïåðåñåêàåòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñàìà òî÷êà z íå ëåæèò â áàññåéíå ïðèòÿæåíèÿ.
(iii) Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå F ïåðåñåêàëîñü áû ñ ãðàíèöåé áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ.
(iv) Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé òî÷êè ìíîæåñòâà Æþëèà, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè N êîòîðîé íå áûëî áû ïðîîá-
ðàçîâ òî÷êè z0, èñêëþ÷àåòñÿ â ñèëó òåîðåìû (òàê êàê z0 /∈ E(f)).
(v) Ìíîæåñòâî Æþëèà áåñêîíå÷íî (èíà÷å âñå òî÷êè èç íåãî èìåëè áû êîíå÷íóþ áîëüøóþ îðáèòó è áûëè

áû ñóïåðïðèòÿãèâàþùèìè). Çíà÷èò, ó íåãî åñòü òî÷êà ïëîòíîñòè z ∈ J ⊂ Ĉ. Èòåðèðîâàííûå ïðîîáðàçû ýòîé
òî÷êè îáðàçóþò ïëîòíîå ìíîæåñòâî íåèçîëèðîâàííûõ òî÷åê â J(f).

�


