
Ðåíîðìàëèçàöèÿ è óíèâåðñàëüíîñòü Ôåéãåíáàóìà - 3
28.02.2011

Ïðåîáðàçîâàíèå óäâîåíèÿ.
ñâîéñòâà óíèìîäàëüíîãî ñåìåéñòâà � ïðåîáðàçîâàíèå óäâîåíèÿ � ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ

óäâîåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê óíèâåðñàëüíîñòè

Â ýòîé ëåêöèè ìû îáúÿñíèì ÿâëåíèå óíèâåðñàëüíîñòè, ñôîðìóëèðîâàííîå íà ïðîøëîé ëåêöèè.

×àñòü 1. Ñâîéñòâà óíèìîäàëüíîãî ñåìåéñòâà.

Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî fa(x) óíèìîäàëüíûõ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé îòðåçêà [−1, 1] â ñå-
áÿ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî åäèíñòâåííàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà xc(a) = 0 è ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà ïðè
âñåõ a. Ëþáîå óíèìîäàëüíîå ñåìåéñòâî ñîïðÿæåíî ñ ñåìåéñòâîì òàêîãî âèäà, è ïåðèîäè÷åñêèå îòòàëêèâà-
þùèå è ïðèòÿãèâàþùèå òî÷êè ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè ñîïðÿæåíèè. Ïóñòü ïðè âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà
a íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå ïðîèñõîäèò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà ïðè
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà an, è limn→∞ an = A.

Òåîðåìà 1.1 (Óíèâåðñàëüíîñòü Ôåéãåíáàóìà).

(1) lim
n→∞

(A− an)1/n = δ,

ãäå δ = 4, 6692 . . . � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò ñåìåéñòâà fa.

Íàïîìíèì, ïðè a = an ó îòîáðàæåíèÿ fa ïîÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ïåðèîäà 2n.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â èíòåðâàëå an < a < an+1 ó îòîáðàæåíèÿ (fa)2

n

èìååòñÿ 2n óñòîé÷èâûõ íåïîäâèæíûõ
òî÷åê. Çàôèêñèðóåì ëþáóþ èç íèõ, ñêàæåì, x = x(a). Òîãäà dn(a) := (f2

n

a )′x(x(a)) ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1 ïðè
a ∈ [an, an+1], ïðè÷åì dn(a) → 1 ïðè a → (an,+) è dn(a) → −1 ïðè a → (an+1,−). Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîå
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà an ∈ [an, an+1], ÷òî dn(a)(an) = 0.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà ïåðèîäà n îòîáðàæåíèÿ f : R → R íàçûâàåòñÿ ñâåðõóñòîé÷èâîé,
åñëè (fn)′(x) = 0 äëÿ íåêîòîðîé (ðàâíîñèëüíî: ëþáîé) òî÷êè x èç îðáèòû.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ïàðàìåòðà an ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ ñâåðõóñòîé÷èâîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû ïå-
ðèîäà 2n. Ïðîèçâåäåì íåñëîæíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó: ðàâåíñòâî (1) ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

(2) lim
n→∞

an+1 − an
an+2 − an+1

= δ.

Ñåé÷àñ íàì áóäåò óäîáíåå ñëåäèòü çà àñèìïòîòèêîé èìåííî ýòîãî âûðàæåíèÿ.

Îñíîâíîå íàáëþäåíèå, ïðèíàäëåæàùåå Ôåéãåíáàóìó è îáúÿñíÿþùåå óíèâåðñàëüíîñòü, ñîñòîèò â òîì, ÷òî

ïðè a ∈ [an, an+1] ãðàôèêè îòîáðàæåíèé (fa)2
n−1

(x) è (fa)2
n

(x) àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàþò â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïðè n→∞, ñ òî÷íîñòüþ äî èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà è îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî
ãîðèçîíòàëüíîé îñè. Áîëåå òîãî, ïîñëå ñäâèãà è ïåðåíîìèðîâêè ïàðàìåòðà áóäóò àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàòü
öåëûå ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé, à èìåííî, ñåìåéñòâà

(fa)2
k−1

(x), ak < a < ak+1,

ïðè k = n è ïðè k = n+ 1.

Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíî óäâàèâàÿ èòåðàöèè, ïðîèçâîäÿ ïåðåíîðìèðîâêó ïàðàìåòðà è èçìåíåíèå ìàñøòàáà
(ðåíîðìàëèçàöèþ), ìû ïîëó÷àåì â ïðåäåëå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåí-
íûõ äåéñòâèé. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðåäåëüíîå ñåìåéñòâî íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî,
à îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïðîâåäåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå è èñõîäíûå îòîáðàæåíèÿ,
ïîñëå 2n èòåðàöèé è ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåíîðìèðîâêè, ñòðåìÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå îòîáðàæåíèþ (ïðè
n→∞).

Äëÿ ñòðîãîãî îïèñàíèÿ ïðîèçâîäèìûõ íà êàæäîì øàãå ïðîöåäóð íåîáõîäèìî ââåñòè ïðåîáðàçîâàíèå óäâîåíèÿ.
1
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×àñòü 2. Ïðåîáðàçîâàíèå óäâîåíèÿ.

Ïóñòü f(x) � ÷åòíîå óíèìîäàëüíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà I = [−1, 1] â ñåáÿ, ñ òî÷êîé ìàêñèìóìà xc = 0.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

α = α(f) = −f(f(0))

f(0)
;

I1 = [−α, α]; I2 = [f(α), f(0)]; I3 = [f2(0), f2(α)].

Ïðåäëîæåíèå 2.1. (i) f(I1) = I2, f(I2) = I3;
(ii) Ïóñòü, äîïîëíèòåëüíî,

f(0) > 0, f2(0) < 0, f(α) > α, f2(α) < α.

Òîãäà I3 ⊂ I1 è I2 ∩ I1 = ∅.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïðåîáðàçîâàíèå f → Tf , ãäå

(3) Tf(x) := −α−1f2(αx),

íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì óäâîåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Åñëè f � óíèìîäàëüíîå C1-îòîáðàæåíèå ñ òî÷êîé ìàêñèìóìà xc = 0, f(0) > 0. Òîãäà
Tf(x) òàêæå èìååò òî÷êó ìàêñèìóìà x = 0, ïðè÷åì Tf(0) = f(0). Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ
Tf(x) óíèìîäàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî Tf(0) = f(0) î÷åâèäíî. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì Tf ′(x) =
−f ′(f(αx)) · f ′(αx), îòêóäà 0 � êðèòè÷åñêàÿ, è Tf ′(x) > 0 â ëåâîé ïîëóîêðåñòíîñòè íóëÿ è Tf ′(x) < 0 â
ïðàâîé. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ f ′(f(αx)) 6= 0 íà îòðåçêå I èç ñâîéñòâà (ii), ïîýòîìó 0 �
åäèíñòâåííàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà. �

Ïóñòü U � ïðîñòðàíñòâî îòîáðàæåíèé f ∈ C2(I) (íåîáÿçàòåëüíî ÷åòíûõ), òàêèõ ÷òî x = 0 � òî÷êà ìàêñèìóìà
è f(0) ôèêñèðîâàíî (ñêàæåì, f(0) = b > 0). Ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî U èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ óäâîåíèÿ T . Ïóñòü Σ1 � ãèïåðïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå U , ñîñòîÿùàÿ èç
îòîáðàæåíèé, èìåþùèõ ïðîèçâîäíóþ −1 â íåïîäâèæíîé òî÷êå. Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ðåäóêöèþ:

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ óäâîåíèÿ:

(1) T èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó g ∈ U ;
(2) Ëèíåàðèçîâàííîå îòîáðàæåíèå DT (g) ãèïåðáîëè÷íî è èìååò òîëüêî îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå δ,

ïî ìîäóëþ áîëüøåå 1 (êîíñòàíòà Ôåéãåíáàóìà);
(3) Îòâå÷àþùàÿ δ íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà íåïîäâèæíîé òî÷êè g òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò ãèïåð-

ïîâåðõíîñòü S1.

Òîãäà âûïîëíåíà òåîðåìà 1.1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Àäàìàðà�Ïåððîíà, ÷åðåç íåïîäâèæíóþ òî÷êó g ïðîõîäèò îäíîìåðíàÿ íåóñòîé-
÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà Wu(g), ñîñòîÿùàÿ èç îòîáðàæåíèé, óäàëÿþùèõñÿ îò g ïîä äåéñòâèåì T , è óñòîé÷èâàÿ
ñåïàðàòðèñà W s(g) êîðàçìåðíîñòè 1, ñîñòîÿùàÿ èç îòîáðàæåíèé, ïðèòÿãèâàþùèõñÿ ê g ïîä äåéñòâèåì T .

Ïóñòü Sn+1 = T−1(Sn), n ∈ N. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåñå÷åíèè ñåìåéñòâîì îòîáðàæåíèé fa(x) ïîâåðõíîñòè
Sk èç óñòîé÷èâîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè ïåðèîäà 2k−1 ðîæäàåòñÿ íåóñòîé÷èâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòî-
ðèÿ ïåðèîäà 2k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ñåìåéñòâà fa ñ ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè Sk ïðîèñõîäèò
áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà, è îíè ñîîòâåòñòâóþò áèôóðêàöèîííûì çíà÷åíèÿì ak.

Íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà Wu(g) òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò S1, à ñëåäîâàòåëüíî è âñå Sk. Ïîâåðõíîñòè Sk

ñõîäÿòñÿ ê W s(g), ïðè÷åì â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè W s(g) ðàññòîÿíèÿ ìåæäó Sk è W
s(g) óìåíüøà-

þòñÿ â ÷èñëî ðàç, ñòðåìÿùååñÿ ê δ. Ïîýòîìó, ââèäó òðàíñâåðñàëüíîñòè, áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ëþáîãî
ñåìåéñòâà fa, ëåæàùåãî äîñòàòî÷íî áëèçêî ê W

u(g), óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ A− ak ∼ const · δ−k (êîí-
ñòàíòà çàâèñèò îò ñåìåéñòâà è îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé fa(x)′a ïðè a = A). �
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Îòîáðàæåíèå g ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî limk→∞ T kfA = g.

Çàìå÷àíèå 2.5. Â äðóãèõ èíâàðèàíòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâàõ îòîáðàæåíèé âèäà f(|x|γ), ïî
âñåé âèäèìîñòè, åñòü ñâîè íåïîäâèæíûå òî÷êè ïðåîáðàçîâàíèÿ óäâîåíèÿ ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, ñ óíèâåðñàëüíûìè
êîíñòàíòàìè δ = δ(γ) (îòäåëüíàÿ êîíñòàíòà äëÿ êàæäîãî ïðîñòðàíñòâà).

Â íà÷àëå 1980-õ (Collet, Tresser, 1980; Lanford, 1982) òðåáóåìûå ñâîéñòâà (1)-(3) èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ
áûëè äîêàçàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé. Òàê, ñóùåñòâîâàíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè äëÿ
T ìîæíî îáîñíîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàê è ñëåäóåò îæèäàòü, èñêîìàÿ ôóíêöèÿ g îêàçûâàåòñÿ ÷åòíîé.
Ïîïðîáåì íàéòè åå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå. Åñëè ðàññìîòðåòü ìíîãî÷ëåí g̃ ñòåïåíè 2m, òî ñëåäóþùèé
ìíîãî÷ëåí g̃1 òîé æå ñòåïåíè ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì îòáðàñûâàíèÿ ñòàðøèõ ñòåïåíåé îò ìíîãî÷ëåíà T (g̃)
ñòåïåíè 4m2. Òàêèì ñïîñîáîì ïðîèñõîäèò óòî÷íåíèå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè g â ðÿä äî ñêîëü óãîäíî âûñîêîé
ñòåïåíè. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ôóíêöèè, î÷åíü áëèçêîé ê èñêîìîé, ìîæíî, ëèíåàðèçîâàâ çàäà÷ó, ïîêàçàòü ñòðîãî
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Íüþòîíà, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò.


