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Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå γ : R → R2, γ(t) = (x(t), y(t)). Ïðåäïîëîæèì ÷òî
ôóíêöèè x(t) è y(t) äèôôåðåíöèðóåìû äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç. Ïðîèçâîäíûå
ýòèõ ôóíêöèé ïî t ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ẋ è ẏ. Âåêòîð v(t) = (ẋ(t), ẏ(t))
íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè â ìîìåíò âðåìåíè t. Îòîáðàæåíèå γ íàçûâàåòñÿ
ãëàäêîé êðèâîé, åñëè v(t) ̸= 0 äëÿ âñåõ t ∈ R.

1. Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé γ â òî÷êå (x(t0), y(t0)) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðÿìàÿ L,
òàêàÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x(t), y(t)) äî L ðàâíî o(t − t0) ïðè t → t0.
(Íàïîìíèì, ÷òî α(t) = o(t − t0) ïðè t → t0, åñëè limt→t0 α(t)/(t − t0) = 0).
Íàéäèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê γ â òî÷êå (x(t0), y(t0)).

2. Äëèíîé ó÷àñòêà γ[t0, t1] êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

Lγ [t0, t1] =

∫ t1

t0

|v(t)| dt.

Çäåñü |v(t)| � ýòî äëèíà âåêòîðà v(t). Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ÷èñëî íå çàâèñèò îò
ïàðàìåòðèçàöèè, òî åñòü åñëè ϕ : [τ0, τ1] → [t0, t1] � ãîìåîìîðôèçì (äèôôå-
ðåíöèðóåìûé íà (τ0, τ1), ïðè÷åì ïðîèçâîäíàÿ ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî
îòîáðàæåíèÿ èç [τ0, τ1] â [t0, t1]) òî Lγ◦ϕ[τ0, τ1] = Lγ [t0, t1].

3. Íà âñÿêîé ãëàäêîé êðèâîé γ ìîæíî ââåñòè ïàðàìåòð s, òàêîé ÷òî s = Lγ [0, s].
Òàêîé ïàðàìåòð íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíûì. Ïàðàìåòð t ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |γ̇(t)| = 1.

4. Ïóñòü s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà êðèâîé γ(s) = (x(s), y(s)). Ïîëîæèì
v(s) = d

dsγ(s), a(s) =
d
dsv(s) (ïðîèçâîäíàÿ âåêòîð-ôóíêöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïîêîì-

ïîíåíòíî). Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû v(s) è a(s) ïåðïåíäèêóëÿðíû.

5. Ôóíêöèÿ κ(s) = |a(s)| íàçûâàåòñÿ êðèâèçíîé êðèâîé γ. Ïîëîæèì n(s) =
a(s)/κ(s). Äîêàæèòå, ÷òî d

dsn(s) = −κ(s)v(s) (ôîðìóëà Ôðåíå).

6. Ïóñòü s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà êðèâîé γ(s) = (x(s), y(s)), ïðè÷åì
γ(0) = (0, 0) è v(0) = (1, 0). Âûïèøèòå ìíîãî÷ëåíû Òýéëîðà äëÿ x(s) è y(s)
ñòåïåíè òðè â òåðìèíàõ ôóíêöèè κ(s) è åå ïðîèçâîäíûõ.

7. Ïóñòü êðèâèçíà êðèâîé γ â òî÷êå γ(s0) îòëè÷íà îò íóëÿ: κ(s0) ̸= 0. Íàéäèòå
îêðóæíîñòü δ, äëÿ êîòîðîé |γ(s)− δ(s)| = o((s− s0)

2). Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî s ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì íà îêðóæíîñòè δ.

8. Íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ êðèâèçíû êðèâîé γ(t) = (x(t), y(t)) ÷åðåç ïðîèçâîä-
íûå ôóíêöèé x(t) è y(t). Ïàðàìåòð t íå îáÿçàòåëüíî íàòóðàëüíûé. Ïîñ÷èòàéòå
êðèâèçíó ïàðàáîëû y = x2 êàê ôóíêöèþ îò x.

9. Ïóñòü s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà êðèâîé γ(s), ïðè÷åì γ(s + 1) = γ(s)
(òî åñòü êðèâàÿ γ çàìêíóòà). Äîêàæèòå, ÷òî∫ 1

0

(Ax(s) +By(s) + C)
dκ(s)

ds
ds = 0

äëÿ ëþáûõ ïîñòîÿííûõ A, B è C.

10. Òåîðåìà î ÷åòûðåõ âåðøèíàõ. Äîêàæèòå, ÷òî íà ëþáîé ïðîñòîé çàìêíóòîé
ãëàäêîé êðèâîé, êðèâèçíà êîòîðîé íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â 0, íå ìåíåå ÷åòûðåõ
âåðøèí, òî åñòü òàêèõ òî÷åê γ(s), äëÿ êîòîðûõ d

dsκ(s) = 0. (Çàìêíóòàÿ êðèâàÿ
γ ïðîñòàÿ, åñëè γ(s) = γ(s′) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà s′ − s ∈ Z).
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Íàïîìíèì, ÷òî íîðìîé íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä R íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ v ∈ V 7→ ||v|| ≥ 0 ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: ||λv|| = |λ| ||v||,
||v + w|| ≤ ||v|| + ||w|| äëÿ ëþáûõ λ ∈ R, v, w ∈ V , à ||v|| = 0 òîëüêî åñëè
v = 0. Íà ïðîñòðàíñòâå C[0, 1] âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1] ñî
çíà÷åíèÿìè â R ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùèå íîðìû:

||f ||∞ = sup
x∈[0,1]

|f(x)|, ||f ||1 =

∫ 1

0

|f(x)|dx, ||f ||2 =

∫ 1

0

f(x)2dx.

11. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ïðîñòðàíñòâå
C[0, 1] ñ íîðìîé || · ||1, êîòîðàÿ íå èìååò ïðåäåëà. Òà æå çàäà÷à äëÿ íîðìû || · ||2.
Ãèïåðïëîñêîñòüþ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä R íàçûâàåòñÿ âåêòîð-

íîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ V , çàäàííîå êàê ìíîæåñòâî {v ∈ V | l(v) = 0} äëÿ
íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà l : V → R, íå ðàâíîãî òîæäåñòâåííî íóëþ.

12. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ãèïåðïëîñêîñòè â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå V , âñþ-
äó ïëîòíîé â V (ò.å. ïåðåñåêàþùåé ëþáîå íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â
V ).

13. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â V ëèáî çàìêíóòà, ëèáî âñþäó ïëîò-
íà. Ãèïåðïëîñêîñòü {v ∈ V | l(v) = 0} çàìêíóòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë l íåïðåðûâåí.

Íåïðåðûâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèåA : V → W íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ
èìååò êîíå÷íóþ íîðìó ||A|| = supx∈V, ||x||=1 ||Ax||.

14. Ïóñòü ëèíåéíûå îïåðàòîðû A,B : R2 → R2 çàäàþòñÿ ìàòðèöàìè

A =

(
2 1
1 1

)
, B =

(
1/2 3
0 1/2

)
.

Íàéäèòå íîðìû îïåðàòîðîâ A è B îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùèõ íîðì íà R2:

||x||∞ = max(|x1|, |x2|), ||x||1 = |x1|+ |x2|, ||x||2 =
√

x2
1 + x2

2.

15. Ïóñòü B � îïåðàòîð èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ íîðìà
íà R2, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ýòîò îïåðàòîð áóäåò ñæèìàþùèì?

16. Ïóñòü A : U → V è B : V → W � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ
íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ. Äîêàæèòå, ÷òî ||B ◦A|| ≤ ||A|| · ||B||.
17. Ïóñòü V è W � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, à Hom(V,W ) � âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç V
â W . Äîêàæèòå, ÷òî íîðìà îïåðàòîðà îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó íîðìèðîâàííîãî
ïðîñòðàíñòâà íà Hom(V,W ).

18. Ïóñòü U , V è W � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, à B : U × V → W �
áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (ò.å. îòîáðàæåíèå, ëèíåéíîå ïî êàæäîìó àðãóìåíòó
ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè äðóãîãî àðãóìåíòà). Äîêàæèòå, ÷òî B
íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0,
÷òî

||B(u, v)|| ≤ C||u|| · ||v||.
Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü òàêèõ C íàçûâàåòñÿ íîðìîé îòîáðàæåíèÿ B è îáîçíà÷à-
åòñÿ ÷åðåç ||B||.
19. Îòîæäåñòâèì C ñ R2. Ïóñòü B : R2 × R2 → R2 � îáû÷íîå óìíîæåíèå êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë. Íàéäèòå íîðìó îòîáðàæåíèÿ B, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî R2 íàäåëåíî
íîðìàìè èç çàäà÷è 14.
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Ïóñòü f : V → W � îòîáðàæåíèå íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, è v ∈ V .
Ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ f ïî íàïðàâëåíèþ v â òî÷êå x ∈ V íàçûâàåòñÿ
âåêòîð

Lvf(x) =
d

dt
f(x+ vt)|t=0 = lim

t→0

f(x+ vt)− f(x)

t
∈ W

Åñëè e1, . . . , en � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå V = Rn, à (x1, . . . , xn) � ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ýòîìó áàçèñó ñèñòåìà êîîðäèíàò, òî ïðîèçâîäíàÿ Leif(x) ïî íàïðàâëåíèþ
ei íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ f ïî êîîðäèíàòå xi, è îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∂f

∂xi
(x).

20. Ñóùåñòâóåò ëè ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : R2 → R, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò
îáå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âî âñåõ òî÷êàõ?

21. Ñóùåñòâóåò ëè ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : R2 → R, äëÿ êîòîðîé â êàæäîé
òî÷êå ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì?

22. Ðàññìîòðèì C êàê âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Íàéäèòå ïðîèç-
âîäíóþ ôóíêöèè z 7→ |z| ïî íàïðàâëåíèþ w ∈ C.

23. Ïóñòü V � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî; îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : End(V ) →
End(V ) ôîðìóëîé f(A) = A ◦ A ◦ A. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ îòîáðàæåíèÿ f ïî
íàïðàâëåíèþ B ∈ End(V ).

Îòîáðàæåíèå f : V → W íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå x ∈ V ,
åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå A : V → W , òàêîå ÷òî

f(x+ v) = f(x) +A(v) + α(x, v), ãäå limv→0
||α(x,v)||

||v|| = 0.

24. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè f : R2 → R, êîòîðàÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå (0, 0)
è äèôôåðåíöèðóåìà ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ â ýòîé òî÷êå, íî íå äèôôåðåíöè-
ðóåìà â ýòîé òî÷êå.

25. Ïóñòü f : R → R � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Âûðàçèòå ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå ôóíêöèè g(x, y) := f(x2 + xy sin y) ÷åðåç a(x, y) := f ′(x2 + xy sin y).

26. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ f : C2 → C2, çàäàííîãî ôîðìóëîé
f(z, w) = (zw, zw2), â òî÷êå (1, i) (C2 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî íàä R).

27. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ íà ïðîñòðàíñòâå C[0, 1], çàäàííóþ ôîðìóëîé

ϕ 7→
∫ 1

0

ϕ(x)2 sinx dx.

Äèôôåðåíöèðóåìà ëè ýòà ôóíêöèÿ â òî÷êå ϕ = id (ò.å. ϕ(x) = x)? Åñëè äà, òî
íàéäèòå äèôôåðåíöèàë.

28. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ íà ïðîñòðàíñòâå C1[0, 1], çàäàííóþ ôîðìóëîé

ϕ 7→
∫ 1

0

x2(1− x)2ϕ′(x)2dx.

Äèôôåðåíöèðóåìà ëè ýòà ôóíêöèÿ â òî÷êå ϕ(x) = x2? Åñëè äà, òî íàéäèòå äèô-
ôåðåíöèàë. Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

29. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f : Rn → R ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì, òî f
äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ.
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30. Ïóñòü R2 � ïëîñêîñòü ñ êîîðäèíàòàìè (x, y), à f : R2 → R � îòîáðàæåíèå,

òàêîå ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f
∂x è ∂f

∂y îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè (0, 0) è íåïðåðûâíû â ýòîé òî÷êå. Òîãäà f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå
(0, 0).

31. Ïóñòü R2 � ïëîñêîñòü ñ êîîðäèíàòàìè (x, y), à f : R2 → R � îòîáðàæåíèå,

òàêîå ÷òî ñìåøàííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂2f
∂x∂y è ∂2f

∂y∂x îïðåäåëåíû â íåêîòî-

ðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0) è íåïðåðûâíû â ýòîé òî÷êå. Òîãäà ýòè ïðîèçâîäíûå
ñîâïàäàþò.

32. Ïðèâåäèòå ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ f : R2 → R, òàêîãî, ÷òî
∂2f

∂x∂y
(0, 0) ̸= ∂2f

∂y∂x
(0, 0),

è ïðè ýòîì îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ñóùåñòâóþò.

33. Ïóñòü f : V → W � îòîáðàæåíèå íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ. Ðàññìîò-
ðèì âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ V , è ïðåäïîëîæèì, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìî
âñþäó íà U . Äîêàæèòå, ÷òî

||f(a)− f(b)|| ≤ sup
x∈U

||dxf || · ||a− b||

äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê a, b ∈ U .

34. Ïóñòü U � âûïóêëàÿ (íåîáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííàÿ) îáëàñòü â Rn è F : U →
Rn � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå, ïðè÷åì F (x) = x+ f(x) è
||dxf || < 1 äëÿ âñåõ x ∈ U . Òîãäà x1 ̸= x2 âëå÷åò F (x1) ̸= F (x2).

35. Íàéäèòå ìèíèìóì ôóíêöèè f : R2 → R, çàäàííîé ôîðìóëîé

f(x, y) = (x2 + y2)2 − 5x2 + 7y2.

36. Çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäè âñåõ ãëàäêèõ êðèâûõ
êëàññà C2 íà ïëîñêîñòè, íà÷èíàþùèõñÿ â òî÷êå (0, 0), ëåæàùèõ (êðîìå ýòîé
òî÷êè) â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è çàêàí÷èâàþùèõñÿ â òî÷êå (1, 1), ñóùåñòâóåò
êðèâàÿ γ(s) = (x(s), y(s)), äëÿ êîòîðîé s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, è òàêàÿ,
÷òî çíà÷åíèå èíòåãðàëà ∫ L

0

ds√
y(s)

ìèíèìàëüíî. Çäåñü L � ýòî äëèíà êðèâîé γ. Íàéäèòå òàêóþ êðèâóþ γ. Îïè-
øèòå åå ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

37. Ãåîäåçè÷åñêèå â ìîäåëè Ïóàíêàðå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäè âñåõ ãëàäêèõ
êðèâûõ êëàññà C2 â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè íàéäåòñÿ òàêàÿ êðèâàÿ γ(s) =
(x(s), y(s)), ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè (0, 1) è (1, 1), äëÿ êîòîðîé s � íàòóðàëüíûé
ïàðàìåòð, è çíà÷åíèå èíòåãðàëà ∫ L

0

ds

y(s)

ìèíèìàëüíî. Çäåñü L � ýòî äëèíà êðèâîé γ. Íàéäèòå òàêóþ êðèâóþ γ.

38. Ïóñòü U ⊂ Rn � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, à F : U → Rm, m ≤ n � ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå, ïðè÷åì dxF (Rn) = Rm äëÿ âñåõ x ∈ Rn. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
ϕa(x) = |F (x) − a|2 (êâàäðàò åâêëèäîâîãî ðàññòîÿíèÿ), ãäå a ∈ Rm � ôèêñè-
ðîâàííàÿ òî÷êà â Rm. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé
ôóíêöèè ϕ (òî åñòü dx0ϕ = 0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F (x0) = a.
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39. Ïóñòü f : V → W � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ,
äèôôåðåíöèðóåìîå âñþäó, êðîìå 0, è òàêîå ÷òî dxf ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó ëè-
íåéíîìó íåïðåðûâíîìó îòîáðàæåíèþ L â ïðîñòðàíñòâå Hom(V,W ) ïðè x → 0.
Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå 0, è ÷òî d0f = L.

40. Äîêàæèòå ñëåäóþùèé âàðèàíò ôîðìóëû Òýéëîðà ïîðÿäêà äâà: ïóñòü îòîá-
ðàæåíèå f : V → W äèôôåðåíöèðóåìî äâàæäû â òî÷êå a. Òîãäà

f(x) = f(a) + daf(x− a) +
1

2
d2af(x− a, x− a) + α(x),

ãäå α(x)/||x||2 → 0 ïðè x → 0.

41. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f äâàæäû
äèôôåðåíöèðóåìî âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà [a, a+x], ïðè÷åì íîðìà âòîðîãî äèô-
ôåðåíöèàëà â ýòèõ òî÷êàõ íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà M > 0. Òîãäà

||f(x)− f(a)− daf(x− a)|| ≤ M

2
||x− a||2.

42. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå îáîáùåíèÿ äâóõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷ íà ñëó÷àé
ìíîãî÷ëåíîâ Òýéëîðà ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè.

Áèëèíåéíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôîðìà B : V × V → R íàçûâàåòñÿ ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè B(v, v) > 0 äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà v ∈ V .

43. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R,
à B : V × V → R � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ
ôîðìà. Äîêàæèòå, ÷òî B(v, v) ≥ C||v||2 äëÿ âñåõ v ∈ V , ãäå C > 0 � íåêîòîðîå
ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.

44. Ïóñòü f : V → R � äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå íîðìèðîâàííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ, ïðè÷åì d0f = 0, è áèëèíåéíàÿ ôîðìà d20f ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Åñëè V êîíå÷íîìåðíî, òî 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f .

45. Ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ ïðåäûäóùåé çàäà÷è â ñëó÷àå, êî-
ãäà ïðîñòðàíñòâî V áåñêîíå÷íîìåðíî.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f : R2 → R. Òî÷êà (x0, y0) íàçû-
âàåòñÿ ñåäëîâîé äëÿ ôóíêöèè f , åñëè â ïðîèçâîëüíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé
òî÷êè ôóíêöèÿ f − f(x0, y0) ìîæåò ïðèíèìàòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îò-
ðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

46. Íàéäèòå âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè f(x, y) = 3xy − x3 − y3. Äëÿ
êàæäîé èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, îïðåäåëèòå, ê êàêîìó òèïó îíà îòíîñèòñÿ (ëî-
êàëüíûé ìèíèìóì, ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, ñåäëî). Òà æå çàäà÷à äëÿ ôóíêöèè
(x2 + y2)2 − 2(x2 − y2).

47. Ìîæåò ëè äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : R2 → R èìåòü ðîâíî òðè êðè-
òè÷åñêèå òî÷êè, îäíà èç êîòîðûõ � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, äðóãàÿ �
òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, à òðåòüÿ � ñåäëîâàÿ?
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48. Ïóñòü y(x) � ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íåÿâíûì óðàâíåíèåì f(x, y) = 0, ãäå f
� ôóíêöèÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç.
Âûðàçèòå ïðîèçâîäíóþ y′′′(x) ÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíöèè f .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ ïîâåðõíîñòü â R3, çàäàííóþ óðàâíåíèåì f(x, y, z) = 0, â
êîòîðîì f � äèôôåðåíöèðóåìàÿ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç ôóíêöèÿ (ñòðîãî ãîâî-
ðÿ, ìû áóäåì ãîâîðèòü íå òîëüêî ïðî ïîâåðõíîñòü, íî è ïðî ñàìî óðàâíåíèå).
Íàïîìíèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü Γ íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé â òî÷êå p ∈ Γ, åñëè â ýòîé
òî÷êå df ̸= 0.

49. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p ∈ Γ � íåîñîáàÿ òî÷êà, òî íàéäåòñÿ äâóìåðíàÿ ïëîñ-
êîñòü, òàêàÿ, ÷òî åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè q ∈ Γ äî ýòîé ïëîñêîñòè, äå-
ëåííîå íà ðàññòîÿíèå ìåæäó p è q, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè q → p. Ýòà ïëîñêîñòü
íàçûâàåòñÿ àôôèííîé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê Γ. Âûïèøèòå óðàâíåíèå àô-
ôèííîé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè.

50. Åñëè p ∈ Γ � íåîñîáàÿ òî÷êà, è àôôèííàÿ êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê Γ â
òî÷êå p íå ïàðàëëåëüíà êîîðäèíàòíîé îñè z, òî ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ h (îïðåäåëåííàÿ íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå ïëîñêîñòè),
òàêàÿ, ÷òî Γ ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè h â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
p.

51. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U ⊆ R � ñâÿçíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, è ôóíêöèÿ
f : U → R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ f ′′(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ U . Äîêàæèòå,
÷òî ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ ïðÿìûõ ê ãðàôèêó ôóíêöèè f ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ f . Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ ïðÿìûõ ìîæåò
áûòü ïàðàìåòðèçîâàíî êàê y = px−g(p), òî åñòü â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà p ìîæíî

âçÿòü òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé, à g(p) = f̂(p) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ

îò p, îïðåäåëåííàÿ íà îòêðûòîì ñâÿçíîì ìíîæåñòâå Û çíà÷åíèé ïàðàìåòðà p.
Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà ôóíêöèè f .

52. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è äîêàæèòå, ÷òî f̂ ′′(x) > 0 äëÿ âñåõ

x ∈ Û .

53. Âû÷èñëèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ôóíêöèé (a) f(x) = ex, (b) f(x) = xα

α ,
α > 1.

54. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Þíãà: f(x) + f̂(p) ≥ px. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî

xα

α
+

pβ

β
≥ px åñëè α, β > 1,

1

α
+

1

β
= 1.

55. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ôóíêöèè f̂ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöè-
åé f .

56. Îïðåäåëèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà äëÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ è
äîêàæèòå äëÿ íåãî àíàëîãè óòâåðæäåíèé èç çàäà÷ 51, 52, 55.

57. Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ôóíêöèþ u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

(1 + u2
y)uxx − 2uxuyuxy + (1 + u2

x)uyy = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ u äîïóñêàåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà û. Íàéäèòå
óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ û.

58. Íàéäòå ìàêñèìóì ôóíêöèè f(x, y, z) = xαyβzγ ïðè x, y, z > 0, x+y+z = 1.
Ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé α, β, γ � ôèêñèðîâàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
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Íà ëåêöèè, ìû îïðåäåëèëè èíòåãðàë
∫
Rn f(x)dx äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

f : Rn → R ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, à òàêæå èíòåãðàë
∫
P
f(x)dx äëÿ âûïóê-

ëîãî ìíîãîãðàííèêà P è íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f : P → R (êðàòíûé èíòåãðàë
îïðåäåëÿëñÿ êàê ïîâòîðíûé; ìû äîêàçàëè íåçàâèñèìîñòü îò ïîðÿäêà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ).

Ïóñòü P � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â Rn. Îáúåìîì (òî÷íåå, n-ìåðíûì îáú-
åìîì) ìíîãîãðàííèêà P íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë

Voln(P ) =

∫
P

1 · dx1 . . . dxn.

59. Ïîñ÷èòàéòå îáúåì ñèìïëåêñà, çàäàííîãî â Rn íåðàâåíñòâàìè

x1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0, x1 + · · ·+ xn ≤ 1.

60. Íàéäèòå èíòåãðàë ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) = max(x1, . . . , xn) ïî åäèíè÷íîìó
êóáó 0 ≤ x ≤ 1, . . . , 0 ≤ xn ≤ 1.

Ñóììîé äâóõ ïîäìíîæåñòâ A, B ⊂ Rn ïî Ìèíêîâñêîìó íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî A + B = {a + b | a ∈ A, b ∈ B}. Ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâà A íà ÷èñëî λ
îïðåäåëÿåòñÿ êàê λA = {λa | a ∈ A}.

61. Ïóñòü A è B � âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè íà ïëîñêîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî
Vol2(αA+ βB) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì âòîðîé ñòåïåíè îò α è β.

62. Ðàñïðîñòðàíèòå óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è íà âûïóêëûå ìíîãîãðàí-
íèêè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

63. * Ïóñòü A, B, C � òðè ïîïàðíî íåïàðàëëåëüíûõ îòðåçêà íà ïëîñêîñòè.
Íàéäèòå èíäåêñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Vol2(αA+ βB + γC).

Ïóñòü A ⊂ Rn � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî. Îïðåäåëèì îáúåì Voln(A) ìíî-
æåñòâà A êàê inf

∫
Rn f(x)dx, ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì íåîòðèöàòåëü-

íûì íåïðåðûâíûì ôóíêöèÿì ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, òàêèì, ÷òî f(x) = 1
äëÿ âñåõ x ∈ A.

64. Íàéäèòå îáúåì n-ìåðíîãî øàðà ðàäèóñà 1.

65. Ïóñòü P � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â R3. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåì ε-îêðåñò-
íîñòè Pε ìíîãîãðàííèêà P ïðè ε > 0 ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì ìíîãî÷ëåíîì ñòå-
ïåíè 3 îò ε. Âûðàçèòå êîýôôèöèåíòû ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ÷åðåç ãåîìåòðè÷åñêèå
èíâàðèàíòû ìíîãîãðàííèêà P .

Îðèåíòàöèåé ïðîñòðàíñòâà Rn íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè áàçèñîâ
îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùåãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè: äâà áàçèñà ýêâèâàëåíò-
íû, åñëè îäèí ïåðåâîäèòñÿ â äðóãîé ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñ ïîëîæèòåëü-
íûì îïðåäåëèòåëåì.

66. Äîêàæèòå, ÷òî äâà áàçèñà ýêâèâàëåíòíû, åñëè è òîëüêî åñëè èõ ìîæíî
ñîåäèíèòü íåïðåðûâíîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå âñåõ áàçèñîâ ñ ìåòðèêîé Õàó-
ñäîðôà.

67. Ïóñòü a0, . . . , an � ñèñòåìà òî÷åê â Rn, òàêàÿ, ÷òî âåêòîðû ai − a0, i =
1, . . . , n ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïóñòü σ � ïåðåñòàíîâêà ìíîæåñòâà {0, . . . , n}.
Áàçèñ aσ(i)− aσ(0) çàäàåò òó æå îðèåíòàöèþ, ÷òî è áàçèñ ai− a0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïåðåñòàíîâêà σ ÷åòíàÿ.
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68. Ïóñòü γ � âåðõíÿÿ ïîëóîêðóæíîñòü x2 + y2 = 1, y ≥ 0. Äîêàæèòå, ÷òî
èíòåãðàë

∫
γ
(dx4 + dy4)1/4 íå çàâèñèò îò îðèåíòàöèè êðèâîé γ. Ïåðåïèøèòå

ýòîò èíòåãðàë â âèäå
∫ 1

0
f(t)dt äëÿ íåêîòîðîé êîíêðåòíîé ôóíêöèè f .

69. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë 1-ôîðìû x2 dx1 + x3 dx2 + x1 dx3 (çäåñü x1, x2, x3

� êîîðäèíàòû â R3).

70. Ïóñòü α � 2-ôîðìà â Rn, à u, v, w ∈ R3 � (ïîñòîÿííûå) âåêòîðû. Äîêàæèòå,
÷òî

dα(u, v, w) = Luα(v, w)− Lvα(u,w) + Lwα(u, v).

Ýòî ðàâåíñòâî ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ðàâåíñòâî äâóõ ôóíêöèé íà Rn.

71. Ïóñòü α1 è α2 � 1-ôîðìû. Ïðîâåðüòå, ÷òî

d(α1 ∧ α2) = dα1 ∧ α2 − α1 ∧ (dα2).

72. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåì âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà P â R3 ðàâåí àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå èíòåãðàëà ∫

∂P

x1 dx2 ∧ dx3.

73. Ïóñòü s � ëþáàÿ äóãà ãèïåðáîëû x1x2 = 1, ëåæàùàÿ â ïîëîæèòåëüíîì
(ïåðâîì) êâàäðàíòå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ïëîùàäü ìíîæåñòâà òî÷åê, ëåæàùèõ
ïîä äóãîé s è âûøå ãîðèçîíòàëüíîé îñè, à ÷åðåç B ïëîùàäü ìíîæåñòâà òî÷åê,
ëåæàùèõ ñëåâà îò äóãè s è ïðàâåå âåðòèêàëüíîé îñè. Äîêàæèòå, ÷òî A = B.

74. Ïóñòü vol = dx1∧dx2∧dx3. Îïðåäåëèì 2-ôîðìó α íà R3 ôîðìóëîé σx(v, w) =
volx(x, v, w). Âûïèøèòå ôîðìó σ â êîîðäèíàòàõ.

75. Ïóñòü S � ïîâåðõíîñòü åäèíè÷íîé ñôåðû. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë
∫
S
σ.

76. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû
∫
S
x1σ,

∫
S
x2
1σ.

77. Ïóñòü U(x) � âåêòîð, ãëàäêî çàâèñÿùèé îò òî÷êè x ∈ R3 (òî åñòü âåêòîðíîå
ïîëå íà R3). Îïðåäåëèì 2-ôîðìó ιUvol ôîðìóëîé ιUvolx(v, w) = volx(U(x), v, w).
Èíòåãðàë

∫
S
ιUvol íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì âåêòîðà U ÷åðåç ñôåðó S. Âûðàçèòå ïî-

òîê âåêòîðà U ÷åðåç S ÷åðåç èíòåãðàë ïî åäèíè÷íîìó øàðó.

78. Ïóñòü u è v � ãëàäêèå ôóíêöèè íà R3. Äîêàæèòå ïåðâóþ ôîðìóëó Ãðèíà:
ïîòîê âåêòîðà u∇v = (u ∂v

∂x1
, u ∂v

∂x2
, u ∂v

∂x3
) ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S ðàâåí èíòåãðàëó∫∫∫ 3∑

i=1

(
∂u

∂xi

∂v

∂xi
+ u

∂2v

∂xi
2

)
vol

ïî åäèíè÷íîìó øàðó x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤ 1.

79. Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ u : R3 → R íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè G ⊂ R3,
åñëè îíà èìååò íåïðåðûâíûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå â îáëàñòè G è óäîâëåòâîðÿåò

â ýòîé îáëàñòè óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∂2u
∂x2

1
+ ∂2u

∂x2
2
+ ∂2u

∂x2
3
= 0. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè u

ãàðìîíè÷íà â îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî øàðà, òî

u(0, 0, 0) =
1

4π

∫
S

uσ.

80. Ïóñòü g : R3 → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî dg ̸= 0 â òî÷êàõ, ãäå
g = 0. Ñâåäèòå èíòåãðàë∫∫

g=0

(
∂g

∂x1
dx2 ∧ dx3 −

∂g

∂x2
dx1 ∧ dx3 +

∂g

∂x3
dx1 ∧ dx2

)
ê èíòåãðàëó ïî ìíîæåñòâó g < 0.


