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ëÒÕÇÏ×ÙÅ ÐÏÌÑ
úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ A { ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, F { ÅÇÏ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ.
a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ A[x] ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍ × A[x] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍ × F [x].
b) äÏËÁÖÉÔÅ ËÒÉÔÅÒÉÊ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ: ÅÓÌÉ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ xn + an−1xn−1 + : : :+ a1x+ a0 ×ÓÅ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a0; : : : ; an−1 ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ p ∈ A É ÐÒÉ ÜÔÏÍ a0 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ
p2, ÔÏ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍ.
úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ p ∈ Z { ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ xp−1

x−1 = xp−1 + : : :+x+1
ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Q.
ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÚÁÍÅÎÕ y = x− 1.
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÒÕÇÏ×ÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

�n(x) =
∏

�n=1;�k 6=1 ÐÒÉ 0<k<n
x− �;

ÇÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒ£ÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ËÏÒÎÑÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ 1.
úÁÄÁÞÁ 3. a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ �n ÒÁ×ÎÁ �(n) { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÏÓÔÁÔËÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n,
×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó n.
b) ÷ÙÐÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ �n ÐÒÉ n 6 10.
c) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

xn − 1 =
∏

d|n
�d(x):

d) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ �n ∈ Z[x].
úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ Q[�n] ⊂ C ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ë Q ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚ-
ÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ �n ÉÚ 1.
a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q[�n] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ xn − 1.
b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Q[�n]=Q ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ n− 1 ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ n.
c) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ Q[�n] ÎÁÄ Q { ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ × (Z=nZ)∗.
úÁÄÁÞÁ 5. a) ðÕÓÔØ f(x) { ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ �n(x) ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉ-
ÍÙÅ ÎÁÄ Z[x], Á p { ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÅ n. ðÕÓÔØ � { ËÏÒÅÎØ f , ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �p {
ÔÁËÖÅ ËÏÒÅÎØ f .
ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔÅ, ÞÔÏ �p { ËÏÒÅÎØ ÄÒÕÇÏÇÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ g(x) É ÐÅÒÅÊÄÉÔÅ Ë ÐÏÌÀ Z=pZ.

b) ôÏ ÖÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ p, ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ Ó n.
c) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �n ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Z, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÎÁÄ Q.
d) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ deg �n = �(n), Á Gal(Q[�n];Q) = (Z=nZ)∗.
úÁÄÁÞÁ 6. a) ðÕÓÔØ m É n ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ mn-ÕÇÏÌØÎÉË
ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ
ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ m É n-ÕÇÏÌØÎÉËÉ.
b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÔÏÇÄÁ
É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n = 2mp1 · : : : · pk, ÇÄÅ pi { ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ×ÉÄ
2r + 1.
c) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ 2r + 1 ÐÒÏÓÔÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 22s + 1. ôÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ
ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ æÅÒÍÁ.


