
áÌÇÅÂÒÁ 2 7.02.2011
ìÉÓÔÏË 1

ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ
ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, Á V ∗ { Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ⊥ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V × ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗:
ÄÌÑ U ⊂ V ÐÏÌÏÖÉÍ U⊥ = {f ∈ V ∗|∀u ∈ U f(u) = 0}.
úÁÄÁÞÁ 1◦. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á: U⊥⊥ = U ; U1 ⊂ U2 ⇔ U⊥2 ⊂ U⊥1 ; (U1 + U2)⊥ =
U⊥1 ∩ U⊥2 ; (U1 ∩ U2)⊥ = U⊥1 + U⊥2 .

òÅÛ£ÔËÏÊ × ×ÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÁÄ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ (Ô.Å. ÔÁËÁÑ, Õ
ËÏÔÏÒÏÊ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÎÅÔ ÔÏÞÅË) ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ.
úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÒÅÛ£ÔËÁ × V ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏ
ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×: L = Zv1⊕: : :⊕Zvr, ÐÒÉÞ£Í r 6 dimV . þÉÓÌÏ ×ÅËÔÏÒÏ× r ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÒÁÎÇÏÍ ÒÅÛ£ÔËÉ. òÅÛ£ÔËÏÊ ÐÏÌÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÛ£ÔËÁ ÒÁÎÇÁ r = dimV .

úÁÄÁÄÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ∨ ÉÚ ÒÅÛ£ÔÏË ÐÏÌÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ × V × ÒÅÛ£ÔËÉ ÐÏÌÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ × V ∗:
ÄÌÑ L ⊂ V ÐÏÌÏÖÉÍ L∨ = {f ∈ V ∗|∀x ∈ L f(x) ∈ Z}.
úÁÄÁÞÁ 3. a) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ: L∨∨ = L; L1 ⊂ L2 ⇔ L∨2 ⊂ L∨1 , ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÁÂÅÌÅ×Ù ÇÒÕÐÐÙ
L2=L1 É L∨1 =L∨2 ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. ðÏÒÑÄÏË ÜÔÉÈ ÇÒÕÐÐ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÐÏÄÒÅÛ£ÔËÉ. b) ðÕÓÔØ
ei É ei { Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ × V É V ∗, Á ÂÁÚÉÓ ÒÅÛ£ÔËÉ L ÚÁÄÁÎ ÞÅÒÅÚ ei ÍÁÔÒÉÃÅÊ A.
úÁÄÁÊÔÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÂÁÚÉÓ L∨ ÞÅÒÅÚ ei.
úÁÄÁÞÁ 4. a) ðÕÓÔØ p { ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á U { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÄ
Z=pZ. óËÏÌØËÏ Õ U k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×? b) ðÕÓÔØ L { ÒÅÛ£ÔËÁ ÒÁÎÇÁ n. óËÏÌØËÏ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÒÅÛ£ÔÏË ÍÅÖÄÕ L É pL? c) óËÏÌØËÏ × L ÐÏÄÒÅÛ£ÔÏË ÉÎÄÅËÓÁ p?
ÉÎÄÅËÓÁ p2?

ðÕÓÔØ V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, Á v1; : : : ; vn ∈ V { ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏ-
ÒÏ×, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ V . ðÕÓÔØ W { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ vi, Ô.Å.
W = {(w1; : : : ; wn)|∑ viwi = 0}. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ w1; : : : ; wn ËÁË ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÎÁ W , ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÍ ÐÁÒÕ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W ∗ É ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× w1; : : : ; wn. ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÏ çÅÊÌÕ Ë ÐÁÒÅ (V; (vi)).
úÁÄÁÞÁ 5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a◦) Ä×ÁÖÄÙ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ;
b) ÅÓÌÉ p : V → V ′ { ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É v′i = p(vi), ÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÏ
çÅÊÌÕ ÓÀÒßÅËÃÉÑ q : W ′∗ → W ∗, ÐÒÉÞ£Í q(w′i) = wi;
c) v1; : : : ; vk ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÔÉÔÔË wk+1; : : : ; wn ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ W ∗.
úÁÄÁÞÁ 6◦. îÁÒÉÓÕÊÔÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÏ çÅÊÌÕ ÄÁÎÎÙÅ Ë
a)V = R2; v1:::4 = (1; 0); (−1; 0); (n; 1); (0;−1); b)V = R2; v1:::3 = (1; 0); (0; 1); (−1;−1);
c)V = R; v1:::5 = 1; d)V = R; v1:::4 = 1; 2; 3; 4.

ëÏÎÕÓÏÍ × Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ⊂ Rn ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x ∈ X É a > 0
ÉÍÅÅÍ ax ∈ X. íÎÏÖÅÓÔ×Ï × Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÐÕËÌÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ Ó×ÏÉÍÉ
ÔÏÞËÁÍÉ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÉÈ ÏÔÒÅÚÏË. ðÕÓÔØ X { ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ×ÅËÔÏÒÎÏÍ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÁÄ R ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X∨ ⊂ V ∗: X∨ = {f ∈
V ∗|f(X) > 0}.
úÁÄÁÞÁ 7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a)X ⊂ Y ⇔ Y ∨ ⊂ X∨; b)X ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k ÔÉÔÔË X∨ ÌÅÖÉÔ × ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − k.
c)X∨ { ÚÁÍËÎÕÔÙÊ (× ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ) ×ÙÐÕËÌÙÊ ËÏÎÕÓ; d) ÅÓÌÉ X { ÚÁÍËÎÕÔÙÊ
×ÙÐÕËÌÙÊ ËÏÎÕÓ, ÔÏ X∨∨ = X; e) × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ X∨∨ { ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÎÕÓÁ, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÇÏ
×ÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ X.


