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Умножение в когомологиях

Задача 9.1. Докажите, что 𝐻*(R𝑃∞) ∼= Z[𝑣]/(2𝑣), deg 𝑣 = 2 и вычислите кольцо когомологий R𝑃 𝑛.
Задача 9.2. Докажите изоморфизм колец 𝐻*(C𝑃∞ × C𝑃∞) ∼= Z[𝑣1, 𝑣2], deg 𝑣1 = deg 𝑣2 = 2.

Ω-спектры и когомологии

В этом блоке задач излагается доказательство двух следующих утверждний: 1) всякий Ω-спектр опре-

деляет приведённую теорию когомологий; 2) спектр Эйленберга-Маклейна определяет приведённые кого-

мологии с коэффициентами в абелевой группе.

Задача 9.3. а) Пусть 𝑋 и 𝐾 суть топологические пространства. Введите структуру группы на
множестве [Σ𝑋,𝐾] аналогичную структре группы на сфере.
б) Постройте естественный изоморфизм [Σ𝑋,𝐾] ∼= [𝑋,Ω𝐾] и покажите, что структура группы из
предыдущего пункта при изоморфизме переходит в структуру группы, индуцированную умножением
петель.
в) Докажите, что [𝑋,Ω2(𝐾)] является абелевой группой.
Пусть Ho𝒞 — категория классов гомотопически эквивалентных пунктированных 𝐶𝑊 -комплексов с
классами гомотопных отображений сохраняющими отмеченную точку. Приведённой теорией кого-

мологий на категории Ho𝒞 называется последовательность функторов ℎ𝑛, 𝑛 ∈ Z из категории 𝒞 в
категорию абелевых групп вместе с естественными изоморфизмами ℎ𝑛(𝑋) ∼= ℎ𝑛+1(Σ𝑋) для каждого
𝐶𝑊 -комплекса, причём для каждого ℎ𝑛 выполнены следующие аксиомы:

1. для любого корасслоения 𝐴 → 𝑋 в 𝐻𝑜𝒞 последовательность ℎ𝑛(𝑋/𝐴) → ℎ𝑛(𝑋) → ℎ𝑛(𝐴) точна;
2. для включений 𝑖𝛼 : 𝑋𝛼 → ∨𝛼𝑋𝛼 отображение произведения
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𝑛(𝑋𝛼) → ℎ𝑛(∨𝛼𝑋𝛼) явля-
ется изоморфизмом.

Задача 9.4. Пусть 𝐾 — топологическое пространство.
а) Пусть 𝑓 : 𝑌 → 𝑋 — отображение 𝐶𝑊 -комплексов. Постройте отображение 𝑓 * : [𝑋,𝐾] → [𝑌,𝐾] и
покажите, что оно зависит только от гомотопического класса отображения 𝑓 .
б) Покажите, что 𝑓 * : [𝑋,Ω𝐾] → [𝑌,Ω𝐾] является гомоморфизмом групп.
в) Покажите, что [𝑋/𝐴,𝐾] → [𝑋,𝐾] → [𝐴,𝐾] — точная последовательность множеств с отмнечен-
ным элементом для любой 𝐶𝑊 -пары (𝑋,𝐴).
г) Покажите, что имеет место биекция [∨𝛼𝑋𝛼, 𝐾] ∼=

∏︀
𝛼[𝑋𝛼, 𝐾], и что биекция превращается в изо-

морфизм (абелевых) групп при замене 𝐾 на Ω𝐾 (Ω2𝐾).
Ω-спектром называется последовательность 𝐶𝑊 -комплексов 𝐾𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍 вместе со (слабыми) гомо-
топическими эквивалентностями 𝐾𝑛 → Ω𝐾𝑛+1.
Задача 9.5. Докажите, что если {𝐾𝑛} — Ω-спектр, то соответствие 𝑋 ↦→ [𝑋,𝐾𝑛] определяет при-
ведённую теорию когомологий.
Задача 9.6. Сформулируйте и докажите теорему единственности аналогичную теореме из Листка 4
для когомологий.
Задача 9.7. Покажите, что последовательность пространств1 𝐾(𝐺, 1), 𝐾(𝐺, 2), . . . является Ω-спек-
тром.
Задача 9.8. а) Вычислив группы [𝑆𝑛, 𝐾(𝐺,𝑚)] и воспользовавшись предыдущей задачей, докажи-

те, что имеют место естественные изоморфизмы [𝑋,𝐾(𝐺, 𝑛)] ∼= ̃︀𝐻𝑛(𝑋;𝐺).
б) Покажите, что этот изоморфизм задаётся соответствием 𝑓 ↦→ 𝑓 *(𝛼) для некоторого фиксирован-
ного класса 𝛼 ∈ 𝐻𝑛(𝐾(𝐺, 𝑛), 𝐺).

1На отрицательные числа продолжим эту последовательность беря 𝐶𝑊 -аппроксимацию простраств Ω𝑛𝐾(𝐺, 1).
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