
Ëåêöèÿ 7.1: Îáîáù¼ííûé τ -èíâàðèàíò

Â ýòîé ëåêöèè ìû îáñóäèì îáîáù¼ííûé τ -èíâàðèàíò, ââåä¼ííûé Ä. Âîãàíîì [Vog]. Ôèêñèðóåì ïàðó
ñîñåäíèõ êîðíåé α, β â äèàãðàììå Äûíêèíà g (ò.å. α, β ∈ Π, äëÿ êîòîðûõ (α, β) 6= 0). Ïîëîæèì

Dαβ := {w ∈W | α /∈ τ(w), β ∈ τ(w)}.

Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå Dαβ ôóíêöèþ Tαβ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

Tαβ(w) =

{
wsα åñëè β /∈ τ(wsα)

wsβ èíà÷å
.

Çàäà÷à 1. à) Îáðàç Tαβ ëåæèò â Dβα.
á) Ïðåîáðàçîâàíèÿ Tαβ è Tβα âçàèìíîîáðàòíû è çàäàþò áèåêöèþ ìåæäó Dαβ è Dβα.

Îïðåäåëåíèå 1. Îáîáù¼ííûì τ -èíâàðèàíòîì w íàçûâàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê âñåõ öåïî÷åê
Tα1β1

, ..., Tαsβs , äëÿ êîòîðûõ

Tαi−1βi−1 ...Tα1β1w ∈ Dαiβi∀i ≤ s.

Îïðåäåëåíèå 2. Îáîáù¼ííûì τ -èíâàðèàíòîì w íàçûâàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê âñåõ öåïî÷åê
Tα1β1

, ..., Tαsβs , äëÿ êîòîðûõ

Tαi−1βi−1
...Tα1β1

w ∈ Dαiβi∀i ≤ s.

Çàìå÷àíèå 1. Âñå ïîäïóòè äëèíû 1 â îáîáù¼ííîì τ -èíâàðèàíòå äëÿ w ∈ W äàþò âñå ïàðû (α, β),
äëÿ êîòîðûõ w ∈ Dαβ . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïî ýòèì äàííûì ìîæíî âîññòàíîâèòü τ -èíâàðèàíò, åñëè
äèàãðàììà äûíêèíà Π ñâÿçíà è w 6= e.

Òåîðåìà 1. à) Ïóñòü w1, w2 ∈W òàêîâû ÷òî I(w1ρ− ρ) = I(w2ρ− ρ) è w1, w2 ∈ Dαβ . Òîãäà

I(Tαβ(w1)ρ− ρ) = I(Tαβ(w2)ρ− ρ).

á) Ïóñòü w1, w2 ∈ W òàêîâû ÷òî I(w1ρ− ρ) = I(w2ρ− ρ). Òîãäà îáîáù¼ííûå τ -èíâàðèàíòû w1 è w2

ñîâïàäàþò.

Î÷åâèäíî, ÷òî èç à) ñëåäóåò á). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 1 ìû ñâÿæåì îáîáù¼ííûé èíâàðèàíò
ñ ôóíêòîðàìè òðàíñëÿöèè. Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî íàïîìíèòü êàêîå-òî êîëè÷åñòâî óòâåðæäåíèé èç
ïðåäûäóùåé ëåêöèè.

Ëåììà 1. Èìååì F0,−ωαL(wρ− ρ) = 0 ⇐⇒ wα ∈ ∆+ ⇐⇒ α ∈ τ(w).

À òàêæå ÷òî

Ëåììà 2. Äëÿ âñÿêîãî äîìèíàíòíîãî âåñà λ ∈ ZP+ âåðíî, ÷òî
à) Ôóíêòîð F0,λ èíäóöèðóåò áèåêöèþ

{èäåàëû I = I(wρ− ρ), w ∈W | F0,λL(wρ− ρ) 6= 0} ↔ {èäåàëû I = I(w(λ+ ρ)− ρ), w ∈W},

á) F0,λL(wρ− ρ) = 0 ⇐⇒ ((λ+ ρ, α) 6= 0∀α ∈ τ(w).

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ âåðñèÿ ýòîé ëåììû.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ âñÿêîãî êîðíÿ α ∈ Π âåðíî, ÷òî
à) Ôóíêòîð F0,−ωα èíäóöèðóåò áèåêöèþ

{èäåàëû I = I(wρ− ρ), w ∈W | F0,−ωαL(wρ− ρ) 6= 0} ↔ {èäåàëû I = I(w(−ωα + ρ)− ρ), w ∈W}

á) F0,−ωαL(wρ− ρ) = 0 ⇐⇒ α ∈ τ(w).

Êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1 èãðàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3. Åñëè w ∈ Dαβ , òî F0,−ωβF−ωα,0F0,−ωαL(wρ− ρ) = L(Tαβ(w)(−ωβ + ρ)− ρ).

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü w1, w2 ∈W òàêîâû ÷òî I(w1ρ− ρ) = I(w2ρ− ρ) è w1, w2 ∈ Dαβ . Òîãäà

I(Tαβ(w1)(−ωβ + ρ)− ρ) = I(Tαβ(w2)(−ωβ + ρ)− ρ).

Òåîðåìà 1 ìãíîâåííî âûâîäèòñÿ èç Ñëåäñòâèÿ 2.
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Çàìå÷àíèå 2. Õîòÿ îáîáù¼ííûé τ -èíâàðèàíò óñòðîåí çàìåòíî ñëîæíåå, ÷åì îáû÷íûé τ -èíâàðèàíò, îí
âñ¼ ðàâíî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ëåãêî âû÷èñëèìûì îáúåêòîì (ýòî ïðèìåðíî êîíå÷íûé ðàñêðàøåííûé
ãðàô ñ îòìå÷åííîé âåðøèíîé). Îáû÷íûé τ -èíâàðèàíò íå ðàçäåëÿåò âñåõ èäåàëîâ â U(sl(n)), à îáîáù¼í-
íûé � ðàçäåëÿåò. Äëÿ òèïîâ B è D ó îáîáù¼ííîãî τ -èíâàðèàíòà åñòü îáîáùåíèå (ýòî äóðíîé ñòèëü
â ëþáîì ÿçûêå, íî îí èñïîëüçîâàí â îðèãèíàëüíîé ñòàòüå [Gar], òàê ÷òî åäó êàê ìîãó), êîòîðîå òîæå
ðàçäåëÿåò ïðèìèòèâíûå èäåàëû.

Ëåêöèÿ 7.2: Ãðóïïà Ãðîòåíäèêà áëîêîâ êàòåãîðèè O
Íàïîìíèì, ÷òî êàòåãîðèÿ O äëÿ g ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó êàòåãîðèé Om ïî âñåì ìàêñèìàëü-

íûì èäåàëàì m ⊂ Z(g). Ãðóïïà Ãðîòåíäèêà âñåé êàòåãîðèè O ñâîáîäíî ïîðîæäåíà êëàññàìè [L(λ)]
ïðîñòûõ ìîäóëåé ñòàðøåãî âåñà L(λ), λ ∈ h∗. Èìååì

L(λ) ∈ Om ⇐⇒ m = mλ, mλ1
= mλ2

⇐⇒ ∃w ∈W : w(λ1 + ρ) = λ2 + ρ.

Ôèêñèðóåì âåñ λ ∈ h∗. Èç ïðåäûäóùåé ôîðìóëû ëåãêî âèäåòü, ÷òî

M(µ) ∈ Omλ ⇐⇒ ∃w ∈W : w(λ+ ρ) = µ+ ρ.

Ïîëîæèì

Oλ := {M ∈ Omλ | (λ− µ /∈ ZΠ) =⇒ Mµ = 0}.
Î÷åâèäíî, ÷òî Omλ åñòü ïðÿìàÿ ñóììà ïîäêàòåãîðèé Ow(λ+ρ)−ρ, w ∈ W (âàæíî: ìíîãèå èç ýòèõ êà-
òåãîðèé ìîãóò ñîâïàñòü, êàæäóþ ñîâïàäàþùóþ ïîäêàòåãîðèþ íóæíî áðàòü â ïðÿìóþ ñóììó òîëüêî 1
ðàç). Èç ñêàçàííîãî âûøå ÿñíî, ÷òî

à) îïèñàíèå âñåõ êàòåãîðèé Oλ äà¼ò ïîëíîå îïèñàíèå êàòåãîðèè O,
á) K(Oλ) = Z{[L(µ)] | λ− µ ∈ ZΠ&∃w ∈ W : w(λ + ρ) = µ + ρ} (ãðóïïà Ãðîòåíäèêà êàòåãîðèè Oλ).

Ìû äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 4. K(Oλ) = Z{[M(w(λ+ ρ)− ρ)] | λ− µ ∈ ZΠ&∃w ∈W : w(λ+ ρ) = µ+ ρ}

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ îáîçíà÷åíèé è îïðåäåëåíèé. Äëÿ M ∈
Oλ ïîëîæèì

h(M) := max
µ,Mµ 6=0

(µ− λ, ρ), H(M) := {µ ∈ h∗ |Mµ 6= 0&(µ− λ, ρ) = h(M)}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè µ ∈ H(M), òî nMµ = 0. Îñòþäà ñëåäóåò, ÷òî

∀µ ∈ H(M)∃w ∈W : w(λ+ ρ) = µ+ ρ.

Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî H(M) � êîíå÷íî è ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé h(M) íà Oλ � òàêæå
êîíå÷íî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

φ : ⊕µ∈H(M)Mµ ⊗M(µ) −→M.

Ëåãêî âèäåòü ÷òî îáà âîâëå÷¼ííûõ îáúåêòà ïðèíàäëåæàò êàòåãîðèè Oλ. Ðàññìîòðèì òî÷íûå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè:

0 −→ Kerφ −→ ⊕µ∈H(M)Mµ ⊗M(µ) −→ Imφ −→ 0,

0 −→ Imφ −→M −→ Cokerφ −→ 0.

Â ãðóïïå K(Oλ) èìååì ðàâåíñòâî:

[M ] = +µ∈H(M) dimMµ[M(µ)]− [Kerφ] + [Cokerφ].

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

h(Kerφ) < h(M), h(Cokerφ) < h(M).

Äàëåå ïî èíäóêöèè ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà K(Oλ) ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè

[M(w(λ+ ρ)− ρ)] | λ− µ ∈ ZΠ&∃w ∈W : w(λ+ ρ) = µ+ ρ.

�

Êàê èòîã, ìû ïîëó÷èëè äâà ñîäåðæàòåëüíûõ íàáîðà îáðàçóþùèõ â ãðóïïå K(Oλ). Ìàòðèöà ïåðåõîäà
îò îäíîãî òàêîãî áàçèñà ê äðóãîìó ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìîâ Êàæäàíà-Ëþñòèãà,
îïðåäåë¼ííûõ äâå ëåêöèè íàçàä.



Òåîðåìà 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Px,w(q) ïîëèíîìû Êàæäàíà-Ëþñòèãà äëÿ âñåõ x,w ∈ W . Äëÿ âñÿêîãî
w ∈W èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

[L(wρ− ρ)] =
∑
x<w

(−1)l(x)−l(w)Px,w(1)[M(xρ− ρ)],

[M(wρ− ρ)] =
∑
x<w

Pw0x,w0w(1)[L(xρ− ρ)].

Ëåêöèÿ 7.3: Ñòðóêòóðà áëîêîâ Oλ

×èñëî áëîêîâ Oλ âíóòðè êàòåãîðèè O âñåãäà áåñêîíå÷íî, íî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî èõ êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè (à, ïîæàëóé, è èçîìîðôèçìà) âñåãäà êîíå÷íî; â ÷àñòíîñòè, ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî
ýòèõ áëîêîâ èçîìîðôíî ïîëóïðîñòîé êàòåãîðèè ñ îäíèì ïðîñòûì îáúåêòîì (∼= êàòåãîðèè âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü âñå íåîáõîäèìûå ïàðàìåòðû íàì ïîòðåáóåòñÿ áîëüøå îáîçíà÷åíèé. Äëÿ
âñÿêîãî λ ∈ h∗ ïîëîæèì

∆λ+ZΠ := {α ∈ ∆ | 2 (α,λ)
(α,α) ∈ Z}, ∆+

λ+ZΠ := ∆λ+ZΠ ∩∆+,

Wλ+ZΠ := W (∆λ+ZΠ) = {w ∈W | wλ− λ ∈ ZΠ},
λ̂ � âåñ âèäà w(λ+ ρ)− ρ, w ∈Wλ+ZΠ, äëÿ êîòîðîãî çíà÷åíèå (λ̂−λ, ρ) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì (òàêîé

ýëåìåíò âñåãäà åäèíñòâåííåí � îí æå åäèíñòâåííûé äîìèíàíòíûé âåñ â ýòîé îðáèòå),

ŵλ � ýëåìåíò ãðóïïû Wλ+ZΠ, äëÿ êîòîðîãî ŵλ(λ̂+ ρ) = λ+ ρ, è êîòîðûé èìååò íàèáîëüøóþ äëèíó
ñðåäè òàêèõ âåêòîðîâ (òàêîé ýëåìåíò ŵλ âñåãäà åäèíñòâåííåí),

∆λ̂+ρ := {α ∈ ∆ | (α, λ̂+ ρ) = 0}, ∆+

λ̂
:= ∆λ̂ ∩∆+,

Wλ̂+ρ := W (∆λ̂+ρ) = {w ∈W | w(λ̂+ ρ) = λ̂+ ρ}.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∆+

λ+ZΠ � ýòî ñèñòåìà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé. Êàê ñëåäñòâèå, îíà çàäà¼ò ñèñòåìó

ïðîñòûõ êîðíåé Πλ+ZΠ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∆+

λ̂+ρ
⊂ ∆+

λ+ZΠ � ýòî ïîäñèñòåìà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé;

îíà çàäà¼ò ïîäñèñòåìó ïðîñòûõ êîðíåé Πλ̂+ρ ⊂ Πλ+ZΠ.

Òåîðåìà 3. Ñòðóêòóðà êàòåãîðèè Oλ çàäà¼òñÿ âêëþ÷åíèåì äèàãðàìì Äûíêèíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî
âêëþ÷åíèþ Πλ̂+ρ ⊂ Πλ+ZΠ (è íå çàâèñèò îò èñõîäíîé àëãåáðû Ëè g è å¼ ñèñòåìû êîðíåé). Â ÷àñòíîñòè,

÷èñëî íåèçîìîðôíûõ áëîêîâ â êàòåãîðèè O âñåãäà êîíå÷íî.

Çàìå÷àíèå 3. Âêëþ÷åíèå Πλ+ZΠ ⊂ Π íå âñåãäà çàäà¼òñÿ âêëþ÷åíèåì àëãåáð Ëè: õàðàêòåðíûé ïðèìåð
Dn ⊂ Cn(so(2n) 6−→ sp(2n)). Íî âñåãäà èìååò âêëþ÷åíèå àëãåáð Ëè, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâîéñòâåííûì
ñèñòåìà êîðíåé (D∨n

∼= Dn, C
∨
n
∼= Bn, so(2n) −→ so(2n+ 1)).

Èñïîëüçóÿ óæå ââåä¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ, íåñëîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé ðàâåíñòâà äâóõ èäåàëîâ
ïðèìèòèâíûõ èäåàëîâ âèäà I(λ).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü λ1, λ2 ∈ h∗ � ýòî äâà êàêèõ-òî âåñà.
à) Åñëè I(λ1) = I(λ2), òî ∃w ∈W : w(λ1 + ρ) = λ2 + ρ.
á) Åñëè ∃w ∈W : w(λ1 + ρ) = λ2 + ρ, òî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé w ∈W , äëÿ êîòîðîãî

w(λ̂1 + ρ) = λ̂2 + ρ, w∆+

λ̂1+ρ
= ∆+

λ̂1+ρ
.

â) Åñëè w âûáðàí êàê â á), òî I(λ1) = I(λ2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ŵλ1
è w−1ŵλ2

w ëåæàò â
îäíîé ëåâîé êëåòêå ãðóïïû Wλ1+ZΠ.

1.1. Ñîîòâåòñòâèå Ñïðèíãåðà è àññîöèèðîâàííûå ìíîãîîáðàçèÿ. Äëÿ âñÿêîãî ìîäóëÿ M èç
êàòåãîðèè O ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ µ −→ dimMµ. Ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà 0 íà áîëüøèíñòâå âåñîâ è
ðàâíà òåì èëè èíûì ìíîãî÷ëåíàì íà òåõ èëè èíûõ ñäâèíóòûõ ïîäðåø¼òêàõ (ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ êîíå÷íîå
êîëè÷åñòâî è èõ ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ çíà÷åíèé ïîëèíîìîâ Êàæäàíà-Ëþñòèãà). Êàæäûé òàêîé
ìíîãî÷ëåí èìååò êàêóþ-òî ñòåïåíü êàê ýëåìåíò S(h). Âûáåðåì ñðåäè ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ âñå ìíîãî÷ëåíû
ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè d è îáîçíà÷èì ÷åðåç f1, ..., fs èõ êîìïîíåíòû ñòàðøåé ñòåïåíè. Ïî îïðåäåëåèíþ,
èìåå ÷òî f1, ..., fs ∈ Sd(h). Òàê êàê W äåéñòâóåò íà h, òî èìååòñÿ èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå W íà Sd(h).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Spr(M) íàèìåíüøèé W -ìîäóëü, ïîðîæä¼ííûé f1, ..., fs. Îí ÷àñòî áóäåò íåïðèâîäèì
(???).



Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ïðîâåðíóòü òó æå ñàìóþ ïðîöåäóðó íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé íà îðáèòàëü-
íîì ìíîãîîáðàçèè L, ñâÿçàííîì ñ ïðîèçâîëüíîé êîïðèñîåäèí¼ííîé îðáèòîé O ⊂ g. Ðåçóëüòàò íå áóäåò
çàâèñåòü îò âûáîðà îðáèòàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ L âíóòðè O; ìû îáîçíà÷èì åãî Spr(O).

Îòîáðàæåíèå O −→ Spr(O) èç ìíîæåñòâà íèëüïîòåíòíûõ îðáèò ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè â ìíîæåñòâî
ïðåäñòàâëåíèé å¼ ãðóïïû Âåéëÿ íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì Ñïðèíãåðà. Èçâåñòíî, ÷òî îíî èíúåêòèâíî.
Èìååòñÿ êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêèõ àëãåáð Ëè è ÿâíî ïîñ÷èòàííîå
îïèñàíèå äëÿ èñêëþ÷èòåëüíûõ àëãåáð Ëè.

Ëåììà 5 ( [Jo]). Àññîöèèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå O èäåàëà I(λ), λ ∈ h∗, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèåì

Spr(L(λ)) = Spr(O).
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