
Ëåêöèÿ 4, ×àñòü 1: ïðèìèòèâíûå èäåàëû è ðàäèêàë Äæàêîáñîíà

Ìàòåðèàë ýòîé ñåêöèè ïî÷òè öåëèêîì èçëîæåí â [Dix].
Ïóñòü A � ýòî íåêîòîðàÿ êîììóòàòèâíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé. Èäåàëû â òàêèõ àëãåá-

ðàõ � ýòî øèðîêî èçó÷àåìûé îáúåêò è îñíîâíàÿ ìûñëü ñåêöèè â òîì, ÷òîáû óêàçàòü êàê "ïåðåòàùèòü"
ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿ ñ êîììóòàòèâíûõ àëãåáð íà íåêîììóòàòèâíûå. Ìû íà÷í¼ì ñ êðàòêîãî íàïî-
ìèíàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé.

Ïóñòü I ⊂ A � ýòî íåêîòîðûé èäåàë.

Îïðåäåëåíèå 1. Èäåàë I íàçûâàåòñÿ
• ìàêñèìàëüíûì, åñëè îí ìàêñèìàëåí ïî âêëþ÷åíèþ,
• ðàäèêàëüíûì, åñëè fk ∈ I =⇒ f ∈ I,
• ïðîñòûì, åñëè ab ∈ I =⇒ a ∈ I èëè b ∈ I.

Ìíîæåñòâî âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ A îáîçíà÷èì MSpecA. Ýòî ìíîæåñòâî ìîæíî íàäåëèòü òî-
ïîëîãèåé (Çàðèñêîãî), îïðåäåëèâ çàìêíóòûå ìíîæåñòâà ïî ôîðìóëå

V (S) := {m ∈ MSpecA | m ⊃ S}
äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊂ A. Êàæäîìó îïðåäåë¼ííîìó âûøå çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó ìîæíî ñîïî-
ñòàâèòü èäåàë

I(V (S)) := ∩m∈V (S)m.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî V (S) = V (I(V (S))). Ýòî ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà â
òîïîëîãèè Çàðèñêîãî ñ èäåàëàìè I, äëÿ êîòîðûõ I = I(V (I)); ìû áóäåì íàçûâàòü òàêèå èäåàëû J-
ðàäèêàëüíûìè.

Ïîëîæèì
a
√
I := {f ∈ A | ∃k > 0 : fk ∈ I}, b

√
I :=

⋂
m ∈ MSpecA,

m ⊃ I

m.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî b
√
I = I(V (I)). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî a

√
I = b

√
I, åñëè A êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Íî íå

äëÿ âñåõ êîììóòàòèâíûõ àëãåáð ñ åäèíèöåé ýòî âåðíî.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü A = C[x, 1
x−α ]α∈C\0, I = (0). Òîãäà a

√
I = (0), b

√
I = (x).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà õîðîøî èçâåñòíà.

Ëåììà 1 (Ëåììà Í¼òåð î ðàçëîæåíèè íà ïðèìàðíûå êîìïîíåíòû). Ïóñòü àëãåáðà A í¼òåðîâà. Òîãäà
• äëÿ ëþáîãî ðàäèêàëüíîãî èäåàëà I ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ

ïðîñòûõ èäåàëîâ p1, ..., ps, ñîäåðæàùèõ I,
• I = p1 ∩ ... ∩ ps.

Èíîé ñïîñîá äóìàòü îá ýòîì çâó÷èò òàê

âñÿêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â òîïîëîãèè Çàðèñêîãî ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà

íåïðèâîäèìûõ ïîäìíîãîîáðàçèé; íåïðèâîäèìûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòûì èäåàëàì.

Íåêîììóòàòèâíûé ñëó÷àé. Òåïåðü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àëãåáðà A � ýòî àññîöèàòèâíàÿ íåêîììóòà-
òèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé. Äëÿ òàêèõ àëãåáð ó ïîíÿòèÿ èäåàëà ïîÿâëÿåòñÿ òðè âåðñèè � ëåâûå èäåàëû,
ïðàâûå èäåàëû, äâóõñòîðîííèå èäåàëû. Ìû ïîïûòàåìñÿ îáîáùèòü ïîíÿòèÿ ïåðâîé ÷àñòè ëåêöèè äëÿ
êëàññà äâóõñòîðîííèõ èäåàëîâ.

Ïðèìåð 2. Ïócòü A � ýòî ìàòðèöû 2 íà 2, à I = (0). Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî I ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíûì äâóõñòîðîííèì èäåàëîì â A; â òî æå âðåìÿ I íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðîñòûì, íè ðàäèêàëüíûì
èäåàëüíûì èäåàëîì â ñìûñëå ïîñëîâíî çàèìñòâîâàííîãî èç êîììóòàòèâíîãî ñëó÷àÿ îïðåäåëåíèÿ. Ýòî
äîëæíî íàìåêíóòü íà òî, ÷òî âñå ýòè îïðåäåëåíèÿ äëÿ íåêîììóòàòèâíîãî ñëó÷àÿ íóæäàþòñÿ â íåêîòî-
ðîé ìîäèôèêàöèè...

Ïóñòü I ⊂ A � ýòî íåêîòîðûé äâóõñòîðîííèõ èäåàë.

Îïðåäåëåíèå 2. Èäåàë I íàçûâàåòñÿ
• ìàêñèìàëüíûì, åñëè îí ìàêñèìàëåí ïî âêëþ÷åíèþ â êëàññå äâóõñòîðííèõ èäåàëîâ,
• ðàäèêàëüíûì, åñëè Jk ⊂ I =⇒ J ⊂ I äëÿ ëþáîãî äâóñòîðîííåãî èäåàëà J ⊂ A,
• ïðîñòûì, åñëè I1I2 ⊂ I =⇒ I1 ∈ I èëè I2 ∈ I.
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Êàê ìû óæå âèäåëè íà ìíîæåñòâå ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòðîèòü
òîïîëîãèþ è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â ýòîé òîïîëîãèè ñîîòâåòñòâóþò J-ðàäèêàëüíûì èäåàëàì. Â íåêîì-
ìóòàòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äîñëîâíî òå æå ñëîâà ôîðìóëû äëÿ ïîñòðîåíèÿ òîïîëîãèè íà
ìíîæåñòâå ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ, íî ïðè ýòîì çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà áèåêöèè ìåæäó ïðîñòûìè
èäåàëàìè è çàìêíóòûìè ïîäìíîæåñòâàìè íå áóäåò.

Çàäà÷à 1. Ïócòü A = U(sl(2)) = U({e, h, f}), à I = (h2+2(ef+fe)) = (z). Òîãäà èäåàë I ïðîñò (è, áîëåå
òîãî, ïðîñò â ñìûñëå "íàèâíîãî" îïðåäåëåíèÿ ïðîñòîãî èäåàëà). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñòü åäèíñòâåííûé
ìàêñèìàëüíûé èäåàë, ñîäåðæàùèé I � àóãìåíòèðóþùèé èäåàë â U(sl(2)) (îí èìååò êîðàçìåðíîñòü 1 â

U(sl(2)) è ïîðîæä¼í ýëåìåíòàìè {e, h, f}). Ñîîòâåòñòâåííî, èìååì
√
b[I] = {e, h, f}.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî äîáèòüñÿ áèåêöèè ìåæäó çàìêíóòûìè ïîäìíîæåñòâàìè íåêîòîðîãî òîïî-
ëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è ïðîñòûìè èäåàëàìè (â ðàçóìíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ), íî â êà÷åñòâå "òî÷åê"
ýòîé òîïîëîãèè íàäî èñïîëüçîâàòü ÷óòü-÷óòü äðóãèå îáúåêòû.

Îïðåäåëåíèå 3. Äâóõñòîðîííèé èäåàë I â A íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì, åñëè I = AnnAM äëÿ êàêîãî-
òî ïðîñòîãî A-ìîäóëÿ M .

Ìíîæåñòâî ïðèìèòèâíûõ èäåàëîâ àëãåáðû A îáîçíà÷àåòñÿ PrimA.

Óïðàæíåíèå 1. Åñëè àëãåáðà A êîììóòàòèâíà, òî PrimA = MSpecA.

Òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå PrimA çàäà¼òñÿ àíàëîãè÷íî òîïîëîãèè íàMSpecA â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå.
Äëÿ âñÿêîãî äâóõ ñòîðîííåãî èäåàëà I â A ïîëîæèì

a+
√
I := {f ∈ A | ∀g ∈ A∃k > 0 : (gf)k ∈ I}, b+

√
I :=

⋂
m ∈ PrimA,

m ⊃ I

m;

a+
√
I, b+
√
I � ýòî àíàëîãè a

√
I, b
√
I äëÿ íåêîììóòàòèâíûõ àëãåáð, ïðè÷¼ì äëÿ a+

√
I äàæå íå î÷åâèäíî, ÷òî

âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â A.

Ëåììà 2. Ïóñòü àëãåáðà A îïðåäåëåíà íàä ïîëåì F. Åñëè F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è

dimA[t] < card(F),

òî a+
√
I = b+

√
I äëÿ ëþáîãî äâóõñòîðîííåãî èäåàëà I.

(â íàèáîëåå èíòåðåñíîì äëÿ íàñ ïðèìåðå îñíîâíîå ïîëå ðàâíî C, à àëãåáðà A èìååò ñ÷¼òíóþ ðàçìåðíîñòü
íàä C)

Ìû äîêàæåì ýòó ëåììó ÷óòü ïîçäíåå, à ïîêà ñôîðìóëèðóåì àíàëîã ëåììû 1.

Ëåììà 3 (Ëåììà Í¼òåð î ðàçëîæåíèè íà ïðèìàðíûå êîìïîíåíòû). Ïóñòü àëãåáðà A í¼òåðîâà ñëåâà.
Òîãäà
• äëÿ ëþáîé ðàäèêàëüíîãî èäåàëà I ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ

ïðîñòûõ èäåàëîâ p1, ..., ps, ñîäåðæàùèõ I,
• I = p1 ∩ ... ∩ ps.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äâà âêëþ÷åíèÿ: a+
√
I ⊂ b+

√
I è b+

√
I ⊂ a+

√
I.

Íà÷í¼ì ñî âêëþ÷åíèÿ a+
√
I ⊂ b+

√
I. Ðàññìîòðèì x ∈ a+

√
I è äîêàæåì, ÷òî x ∈ b+

√
I. Äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü, ÷òî àííóëèðóåò ëþáîé ïðîñòîé A/I-ìîäóëü. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî xM 6= 0 äëÿ
êàêîãî-òî ïðîñòîãî A/I-ìîäóëÿ M . Òîãäà ñóùåñòâóåò m ∈M\0, äëÿ êîòîðîãî xm 6= 0. Òàê êàê ìîäóëü

M ïðîñò, òî ñóùåñòâóåò y ∈ A, äëÿ êîòîðîãî y(xm) = m. Ïî îïðåäåëåíèþ a+
√
I, ñóùåñòâóåò n > 0, äëÿ

êîòîðîãî (yx)n = 0. Èìååì

0 = (yx)nm = m.

Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ b+
√
I.

Ïðîâåðèì òåïåðü âêëþ÷åíèå b+
√
I ⊂ a+

√
I. Äëÿ åãî äîêààòåëüñòâà äîñòàòî÷íî äîêààòü ñëåäóþùóþ

ëåììó.

Ëåììà 4. Â óñëîâèÿõ ëåììû 2, åñëè x ∈ A íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì ýëåìåíòîì (ò.å. åñëè xn 6= 0
äëÿ âñåõ n > 1), òî ñóùåñòâóåò ïðîñòîé A-ìîäóëü M , m ∈M\0, λ ∈ F\0, äëÿ êîòîðûõ λxm = m.

Êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4 áóäåò èãðàòü ñëåäóþùàÿ ëåììà.



Ëåììà 5 (Òðþê Àìèöóðà, Àíàëîã ëåììû Ìàøêå).
Ïóñòü àëãåáðà A îïðåäåëåíà íàä ïîëåì F, t ∈ F � öåíòðàëüíûé ýëåìåíò, à M � ïðîñòîé A-ìîäóëü.
Åñëè F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è dimA < card(F), òî

∃λ ∈ F : (t− λ)M = 0.

(â íàèáîëåå èíòåðåñíîì äëÿ íàñ ïðèìåðå îñíîâíîå ïîëå ðàâíî C, à àëãåáðà A èìååò ñ÷¼òíóþ ðàçìåðíîñòü
íàä C)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñÿêîãî λ ∈ F, äåéñòâèÿ (t−λ) íàM êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì A. Ñëåäîâàòåëüíî,
ÿäðî è îáðàç (t− λ) � ýòî A-ïîäìîäóëè â M , ò.å. îíè ðàâíû 0 èëè M .

Åñëè ÿäðî (t− λ) ðàâíî M , òî (t− λ)M = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî äåéñòâèå (t− λ) íå èìååò ÿäðà äëÿ âñåõ λ ∈ F.

Åñëè îáðàç (t− λ) ðàâåí 0, òî (t− λ)M = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî îáðàç äåéñòâèÿ (t− λ) íà M ðàâåí M äëÿ âñåõ λ ∈ F.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî t−λ � ýòî îáðàòèìûé îïåðàòîð äëÿ âñåõ λ ∈ F. Ôèêñèðóåì
m ∈M\0 è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

(1) { 1

t− λ
m}λ∈F.

Èç òîãî, ÷òî dimA < card(F), ñëåäóåò ÷òî dimM < card(F). Îòêóäà ñëåäóåò ÷òî âåêòîðà (1) íå ìîãóò
áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó ýòèìè âåêòîðàìè∑

1≤i≤s

ci
t− λi

m = 0,

ãäå ìû ñ÷èòàåì ÷òî ci ∈ F\0, 1 ≤ i ≤ s, à òàêæå ÷òî λi 6= λj ïðè ≤ i 6= j ≤ s. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
p(t)m = 0, ãäå

p(t) =
∑

1≤i≤s

ci
∏

1≤j≤s,j 6=i

(t− λj).

Òàê êàê p(λ1) = c1
∏

2≤j≤s
(λ1−λj), òî ìíîãî÷ëåí p(·) íå ðàâåí 0. Ñëåäîâàòåëüíî, p(x) = p0(x−µ1)....(x−

µl), ãäå l ≥ 1 è p0 6= 0. Îòêóäà p0(t − µ1)....(t − µl)m = 0. Íî îïåðàòîðû t − µ îáðàòèìû äëÿ ëþáîãî
µ ∈ F. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4. Ðàññìîòðèì àëãåáðó A[t] è å¼ ëåâûé èäåàë A[t](1− tx). Îäíî èç äâóõ
1 ∈ A[t](1− tx), 1 6∈ A[t](1− tx).

Äîêàæåì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ∃n > 0 : xn = 0, ò.å. ÷òî ïåðâûé ñëó÷àé ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Åñëè
1 ∈ A[t](1− tx), òî ñóùåñòâóåò

a = a0 + a1t+ ...+ ant
n, ãäå a1, ..., an ∈ A,

äëÿ êîòîðîãî a(1− tx) = 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

a0 = 1, a1 − a0x = 0, ..., an − an−1x = 0, anx = 0.

Èç èäóùèõ âûøå ðàâåíñòâ ëåãêî âèäåòü, ÷òî xn+1 = 0.
Ïåðåéä¼ì òåïåðü êî âòîðîìó ñëó÷àþ. Ïî ëåììå Öîðíà ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ëåâûé èäåàë I â

àëãåáðå A[t], ñîäåðæàùèé A[t](1 − tx). Îáîçíà÷èì ôàêòîð A[t]/I ÷åðåç M , à îáðàç 1 â M ÷åðåç m. Èç
òîãî, ÷òî 1 − tx ∈ I èìååì, ÷òî m = txm. Èç ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò λ ∈ F, äëÿ êîòîðîãî
(t − λ)M = 0. ×òî âëå÷¼ò òî, ÷òî txm = λxm è ÷òî M ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì A-ìîäóëåì. Òàêèì îáðàçîì,
(M,m, λ) � èñêîìûé íàáîð äàííûõ. �

�

Ëåêöèÿ 4, ×àñòü 2: ïðèìèòèâíûå èäåàëû è òåîðåìà Äþôëî äëÿ U(sl(n))

Â ïåðâîé ÷àñòè îáñóæäàëàñü ðîëü ïðèìèòèâíûõ èäåàëîâ â íåêîììóòàòèâíûõ àëãåáðàõ. Âî âòîðîé
÷àñòè ìû îáñóäèì ÿâíóþ êëàññèôèêàöèþ ïðèìèòèâíûõ èäåàëîâ äëÿ U(sl(n)). Èäåè äîêàçàòåëüñòâî
ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññèôèêàöèîííîãî ðåçóëüòàòà áóäóò îáñóæäàòüñÿ â ñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ, à ïîëíîå
ðàññóæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ êîìïîçèöèåé ñòàòåé [BJ, Jo1, Jo2], ñì. òàêæå [BoBry, BV1, BV2].

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàò, íàì ïîòðåáóåòñÿ íåêîòîðîå îáîáùåíèå ïîëóñòàíäàðòíûõ
òàáëèö Þíãà èç ïðåäûäóùåé ëåêöèè.



Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü λ1 ≥ ... ≥ λs ≥ 0 � ýòî íåêîòîðûé íàáîð öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.
Ïîëóñòàíäàðòíîé C-òàáëèöåé Þíãà íàçûâàåòñÿ òàáëèöà, äëèíû ñòîëáöîâ â êîòîðîé ðàâíû ñëåâà
íàïðàâî λ1, ..., λs, çàïîëíåííîé êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè òàê ÷òî
• ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ÷èñåë â òàáëèöå öåëà,
• ÷èñëà âî âñåõ ñòðîêàõ ñòðîãî óáûâàþò (ai − aj ∈ Z<0 ïðè i > j),
• ÷èñëà âî âñåõ ñòîëáöàõ íåñòðîãî âîçðàñòàþò (ai − aj ∈ Z≥0 ïðè i > j).

Òåîðåìà 1. Ïðèìèòèâíûå èäåàëû U(sl(n)) îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ íåóïîðÿäî÷åííûìè íàáîðàìè ïîëó-
ñòàíäàðòíûõ C-òàáëèö Þíãà, äëÿ êîòîðûõ
• ðàçíîñòü ÷èñåë â ðàçíûõ òàáëèöàõ âñåãäà íåöåëà,
• ñóììà âñåõ ÷èñåë âî âñåõ òàáëèöàõ ðàâíà 0.

Íàïîìíèì, ÷òî èìååò ìåñòî îòîáðàæåíèå

h∗ −→ PrimU(g) (λ −→ AnnU(g)L(λ))

äëÿ âñÿêîé ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè g ñ ôèêñèðîâàííûõ íàáîðîì äàííûõ g ⊃ b ⊃ h. Â h äëÿ sl(n) ìû
îïðåäåëèëè ðàíüøå áàçèñ ε1, ..., εn−1. Ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ìåñòî îòîáðàæåíèÿ

{ âåêòîðà (λ1, ..., λn) } ↔ λ ∈ h∗ −→ PrimU(sl(n))↔ { íàáîðû ïîëóñòàíäàðòíûõ
F-òàáëèö êàê âûøå }.

Îñòàâëÿÿ òîëüêî ïåðâóþ è ïîñëåäíþþ ÷àñòü èìååì îòîáðàæåíèå

{ âåêòîðà (λ1, ..., λn) } −→ {
íàáîðû ïîëóñòàíäàðòíûõ

F-òàáëèö êàê âûøå }.

Åñòåñòâåííî îæèäàòü ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå áóäåò èìåòü êîìáèíàòîðíóþ ïðèðîäó � è ïî ôàêòó îíî
ÿâëÿåòñÿ âåðñèåé àëãîðèòìà Ðîáèíñîíà-Øåíñòåäà, ñì. [RS, Knu]. Îïèøåì ÿâíî ýòó âåðñèþ.

1. Ïîëîæèì λ+i := λi − i− c, λ+n := −n− c, ãäå c = λ1+...+λn−1

n − n+1
2 .

2. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λ+1 , ..., λ
+
n−1, λ

+
n .

3. Ðàçîáü¼ì ìíîæåñòâî {1, ..., n} íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòè i ∼ j ⇐⇒ λ+i − λ

+
j ∈ Z.

4. Êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåë¼ííûé âûøå, çàäàñò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè λ+1 , ..., λ

+
n−1, λ

+
n .

5. Ê êàæäîé ïîñòðîåííîé âûøå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìû ïðèìåíèì ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ ñîïîñòà-
âèò åìó ïîëóñòàíäàðòíóþ C-òàáëèöó. Ýòà ïðîöåäóðà (ìû îáîçíà÷èì å¼ RS) ðåêóðñèâíà è îïðåäåëåíà
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç s ≥ 1 ýëåìåíòîâ
µ1, ..., µs.

5.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç îäíîãî ýëåìåíòà (s = 1) ñîïîñòàâëÿåòñÿ òàáëèöà ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî
ýòîãî ýëåìåíòà.

5.2. Åñëè s ≥ 2, òî RS(µ1, ..., µs) = (µs −→ RS(µ1, ..., µs−1), ãäå · −→ · ýòî ïðîöåäóðà, äîáàâëåíèÿ
îäíîãî ýëåìåíòà â òàáëèöó, êîòîðóþ ìû ñåé÷àñ îïðåäåëèì.

5.3. Ïðîöåäóðà ïîäñòàíîâêè:
5.3.1. Åñëè µs ñòðîãî ìåíüøå âñåõ ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè RS(µ1, ..., µs−1) (a <Z b ⇐⇒ a−b ∈ Z<0),

òî RS(µ1, ..., µs) ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì ê RS(µ1, ..., µs−1) ÷èñëà µs â êîíåö ïåðâîé ñòðîêè.
5.3.2. Ïóñòü òåïåðü µs áîëüøå èëè ðàâíî, ÷åì êàêèå-òî ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè RS(µ1, ..., µs−1) (a <Z

b ⇐⇒ a−b ∈ Z<0). Îáîçíà÷èì ÷åðåç l íàèìåíüøèé ïî íîìåðó ýëåìåíò ïåðâîé ñòðîêè, êîòîðûé ìåíüøå
èëè ðàâåí µs. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâàÿ ñòðîêà RS(µ1, ..., µs) ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîé ñòðîêè RS(µ1, ..., µs−1)
çàìåíîé µl íà µs. Ïîñëåäóþùèé ñòðîêè RS(µ1, ..., µs) îáðàçóþò ïîëóñòàíäàðòíóþ C-òàáëèöó, êîòîðàÿ
ðàâíà µl −→ (RS(µ1, ..., µs−1)

′), ãäå RS(µ1, ..., µs−1)
′ � ýòî RS(µ1, ..., µs−1) ñ èñêëþ÷¼ííîé ïåðâîé ñòðî-

êîé.

Ñâîéñòâî 1. Äëèíà ïåðâîé ñòðîêè RS(µ1, ..., µs) ðàâíà äëèíå íàèáîëüøåé ñòðîãî óáûâàþùåé ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè â µ1, ..., µs.

Ñâîéñòâî 2. Äëèíà ïåðâîãî ñòîëáöà RS(µ1, ..., µs) ðàâíà äëèíå íàèáîëüøåé íåñòðîãî âîçðàñòàþùåé
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè â µ1, ..., µs.

Çàìå÷àíèå 1. Îáùèé ïðèíöèï ðàáîòû RS(·) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: ýòà ïðîöåäóðà ïåðåâîäèò
ñòðîãî óáûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñåáÿ, à âñå îñòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåâîäèò â íàáîð
ñòðîãî óáûâàþùèõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì ñêîëüêî (è êàêèõ) ñòðîãî óáûâàþùèõ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èìååò èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
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