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Ëèñòîê 3.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ñôåðû S2 ãîìåîìîðôíî ìíîæå-
ñòâó â C3, îïðåäåëÿåìîìó ðàâåíñòâîì z21 + z22 + z23 = 1.
Çàäà÷à 2. Ïóñòü f : R → R3 � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå. Äîêà-

æèòå, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñÿêîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ L : R → R3 (ìû îòîæäåñòâëÿåì
ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç R â R3 ñ R3) îòîáðàæåíèå f + L ÿâëÿåòñÿ
ïîãðóæåíèåì. Ìîæíî ëè çàìåíèòü áåñêîíå÷íóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü áîëåå ñëàáûì
òðåáîâàíèåì, ÷òî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé?
Çàäà÷à 3. Ïóñòü M = {(z, w) : w2 = z(z − 1)}.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî M \ {(0, 0), (1, 0)} ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ñâÿçíîé äâó-

ìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ â R4.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà {(z, w) ∈ M : 0 < |z| < 1} è {(z, w) ∈ M : 0 <
|z − 1| < 1/2} ãîìåîìîðôíû êðóãó ñ âûêîëîòûì öåíòðîì {z : 0 < |z| < 1}.
(c) Îïèøèòå êàê óñòðîåíà ïîâåðõíîñòüM â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè, íàïðèìåð

ïðè |z| > 2.

(d) Êîìïàêòèôèöèðóéòå M , äîáàâèâ òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå z = 0, 1,∞. Êîì-
ïàêòèôèêàöèþ îáîçíà÷èì ÷åðåç M ′.

(e) Äîêàæèòå, ÷òî M ′ \ {(z, w) : z = t ∈ [0, 1]} ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíî C.
(f) Äîêàæèòå, ÷òî M ′ ãîìåîìîðôíî ñôåðå S2.
Çàäà÷à 4. Íàéäèòå îáúåì îáëàñòè â R3, ÿâëÿþùåéñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ öèëèíäðîâ:

x2 + y2 ≤ 1 è x2 + z2 ≤ 1.
Çàäà÷à 5. Ïðÿìîóãîëüíèê ðàçáèëè íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìåíüøåãî

ðàçìåðà, ñòîðîíû êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Èç-
âåñòíî, ÷òî ó êàæäîãî èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ õîòÿ áû îäíà ñòîðîíà èìååò
ðàöèîíàëüíóþ äëèíó. Äîêàæèòå, ÷òî ó èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà õîòÿ áû îäíà èç
ñòîðîí èìååò ðàöèîíàëüíóþ äëèíó.
Çàäà÷à 6. Ïîñòðîéòå òàêîå ïîäìíîæåñòâî åäèíè÷íîãî êâàäðàòà, ÷òî ïåðåñå÷åíèå

åãî ñ ëþáîé âåðòèêàëüþ è ëþáîé ãîðèçîíòàëüþ ñîñòîèò èç íå áîëåå ÷åì îäíîé òî÷êè,
íî åãî çàìûêàíèå ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòîì.
Çàäà÷à 7. Ïóñòü u ∈ C3(Rn) è u = 0 âíå íåêîòîðîãî øàðà. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî∫

Rn

detD2u dx = 0.
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