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Ãðóïïû Ext è Tor

Ïóñòü k � ôèêñèðîâàííîå ïîëå.
Çàäà÷à 1. Âû÷èñëèòå

a)ExtiZ(M,N), ãäå M,N � êîíå÷íûå ëèáî áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû.

b◦) TorZi (M,N), ãäå M,N � êîíå÷íûå ëèáî áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû.

c)Extik[t](M,N), ãäå M,N � ìîäóëè âèäà k[t] ëèáî k[t]/(t− a)n.
Îïðåäåëèì êîìïëåêñ ÊîøóëÿK(x1, . . . , xn), ýòî êîìïëåêñ ìîäóëåé íàä àëãåáðîéA := k[x1, . . . , xn].
Ïîëîæèì Ki = Λi(An) = Λi(⊕n

i=1Aei) è

dk(ei1 ∧ ei2 ∧ . . . ∧ eik) =
k∑

r=1

(−1)rxirei1 ∧ . . . ∧ eir−1 ∧ eir+1 ∧ . . . ∧ eik .

Çàäà÷à 2. a)Ïðîâåðüòå, ÷òî K(x1, . . . , xn) � êîìïëåêñ.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî â K(x1, . . . , xn) èìååòñÿ ïîäêîìïëåêñ K(x2, . . . , xn) ⊗k k[x1], ñîñòîÿùèé èç
÷ëåíîâ, íå ñîäåðæàùèõ e1, à ôàêòîð ïî íåìó èçîìîðôåí e1 ∧K(x2, . . . , xn)⊗k k[x1].

c)Ïîêàæèòå, ÷òî K(x1, . . . , xn) åñòü êîíóñ ìîðôèçìà óìíîæåíèÿ íà x1:

K(x2, . . . , xn)⊗k k[x1]
x1−→ K(x2, . . . , xn)⊗k k[x1].

d)Äîêàæèòå, ÷òî H0(K(x1, . . . , xn)) = k, Hi(K(x1, . . . , xn)) = 0 ïðè i 6= 0.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå

a)ExtiA(A, k), b)ExtiA(k, A), c◦) ExtiA(k, k) è d)TorAi (k, k), ãäå A = k[x1, . . . , xn];

e)ExtiA(k, A) è ExtiA(k, k), ãäå A = k[x]/(x2).
Ïîäñêàçêà: èñïîëüçóéòå ðåçîëüâåíòó Êîøóëÿ.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ,M � ìîäóëü íàä A è a ∈ A.
Âû÷èñëèòå TorAi (A/(a),M).

Ïóñòü A = {X ∈Mm(k) | Xij = 0 ïðè i > j} � ïîäàëãåáðà â Mn(k).

Çàäà÷à 5. a)Âûïèøèòå ÿâíî óìíîæåíèå â A â áàçèñå {Eij}16i6j6n.

Ïóñòü M � ëåâûé A-ìîäóëü. Îáîçíà÷èì Mi := Eii ·M .

b)Ïîêàæèòå, ÷òî M = ⊕iMi (ïðÿìàÿ ñóììà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ).

c)Ïðîâåðüòå, ÷òî ëåâîå óìíîæåíèå íà Eij ïåðåâîäèò Mj â Mi è ðàâíî íóëþ íà Ms ïðè s 6= j.

d)Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî çàäàíèå ëåâîãîA-ìîäóëÿ ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ ïðîñòðàíñòâN1, . . . , Nn

è òàêèõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé φij : Nj → Ni ïðè âñåõ i < j, ÷òî φijφjk = φik. Êàê ïðè ýòîì
îïèñàòü ãîìîìîðôèçìû A-ìîäóëåé?
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Spq òàêîé A-ìîäóëü, ÷òî (Spq)i = k ïðè p 6 i 6 q, (Spq)i = 0 èíà÷å, à âñå φij

p 6 i < j 6 q � òîæäåñòâåííûå.

Çàäà÷à 6. a)Ïîêàæèòå, ÷òî ìîäóëè Pi := S1i ïðîåêòèâíûå ïðè i = 1 . . . n, à ìîäóëè Ii := Sin

� èíúåêòèâíûå.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî A ∼= ⊕n
i=1Pi êàê ëåâûå ìîäóëè.

Çàäà÷à 7. Âû÷èñëèòå ExtiA(Spq, Sp′q′).

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé A-ìîäóëü èçîìîðôåí ïðÿìîé ñóììå
ìîäóëåé âèäà Spq.


