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Êîìïëåêñû è êîãîìîëîãèè

Çàäà÷à 1. Ëþáîé ñòÿãèâàåìûé êîìïëåêñ åñòü ïðÿìàÿ ñóììà ñäâèãîâ êîìïëåêñîâ âèäà

. . . 0→M
1M−−→M → 0 . . .

Çàäà÷à 2 (5-ëåììà). Äàí ìîðôèçì ìåæäó òî÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

K1 //

f1
��

K2 //

f2
��

K3 //

f3
��

K4 //

f4
��

K5

f5
��

L1 // L2 // L3 // L4 // L5,

ïðè÷¼ì ñðåäè fi âñå, êðîìå f3, � èçîìîðôèçìû. Ïîêàæèòå, ÷òî f3 � òîæå èçîìîðôèçì.

Ñäâèã êîìïëåêñà (K, d) � ýòî êîìïëåêñ (K[1], d[1]), ãäå K[1]i = Ki+1, d[1]i = −di+1.
Ïóñòü äàí ìîðôèçì êîìïëåêñîâ f : K → L. Îïðåäåëèì êîìïëåêñ C(f), íàçûâàåìûé êîíóñîì

f : ïîëîæèì Ci = Ki+1 ⊕ Li è

diC(k
i+1, li) = (−d(ki+1), f(ki+1) + d(li)).

Çàäà÷à 3◦. a)Ïðîâåðüòå, ÷òî C(f) � êîìïëåêñ. b)Îïðåäåëèòå ìîðôèçìû a : L → C(f) è
b : C(f)→ K[1], ïîêàæèòå, ÷òî îíè îáðàçóþò òî÷íóþ òðîéêó

0→ L
a−→ C(f)

b−→ K[1]→ 0.

c)Äîêàæèòå, ÷òî ñâÿçûâàþùèå ãîìîìîðôèçìû H(K)→ H(L) äëÿ óêàçàííîé òî÷íîé òðîéêè
ñîâïàäàþò ñ ãîìîìîðôèçìàìè, èíäóöèðîâàííûìè f .

Çàäà÷à 4. Ïðîâåðüòå, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

K
f−→ L

a−→ C(f)
b−→ K[1]

f [1]−−→ L[1]

êîìïîçèöèè af è f [1]b ãîìîòîïíû íóëþ.

Çàäà÷à 5. Ïðîâåðüòå, ÷òî

a) ìîðôèçì êîìïëåêñîâ � êâàçèèçîìîðôèçì ⇐⇒ åãî êîíóñ àöèêëè÷åí;

b∗)ìîðôèçì êîìïëåêñîâ � ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ⇐⇒ åãî êîíóñ ñòÿãèâàåì.

Ïóñòü K è L � êîìïëåêñû. Îïðåäåëèì êîìïëåêñ ìîðôèçìîâ Hom(K,L) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïîëîæèì

Hom(K,L)i =
∏
n

Hom(Kn, Ln+i),

à äèôôåðåíöèàë di ïåðåâîäèò ñåìåéñòâî (fn) ∈ Hom(K,L)i â ñåìåéñòâî (gn) ∈ Hom(K,L)i+1,

gn = dfn − (−1)ifn+1d.

Çàäà÷à 6◦. a)Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî äèôôåðåíöèàë. b)Ïîêàæèòå, ÷òî öèêëû â
Hom(K,L) � ýòî ìîðôèçìû êîìïëåêñîâ K → L[i], ãðàíèöû � ìîðôèçìû, ãîìîòîïíûå íóëþ,
à êîãîìîëîãèè � ìîðôèçìû K → L[i] â ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè êîìïëåêñîâ.
Çàäà÷à 7. Ïóñòü f : K → L � ìîðôèçì êîìïëåêñîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñà X
èìåþòñÿ äëèííûå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

. . .Hom(X,K)→ Hom(X,L)→ Hom(X,C(f))→ Hom(X,K[1])→ Hom(X,L[1])→ . . .

. . .Hom(K,X)← Hom(L,X)← Hom(C(f), X)← Hom(K[1], X)← Hom(L[1], X)← . . . ,

ãäå Hom îáîçíà÷àåò ãðóïïó ìîðôèçìîâ â ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè.


