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Ôàêòîðû ïî äåéñòâèþ ãðóïï

Ïóñòü S � àëãåáðà íàä ïîëåì k è êîíå÷íàÿ ãðóïïà G äåéñòâóåò àâòîìîðôèçìàìè íà S. Ïóñòü
SG = {s ∈ S | g(s) = s} ⊂ S � àëãåáðà èíâàðèàíòîâ. Ïóñòü |G| 6= 0 â ïîëå k. Îïðåäåëèì

îïåðàòîð óñðåäíåíèÿ m : S → S: m(s) = 1
|G|

∑
g∈G g(s).

Çàäà÷à 1. a)Ïðîâåðüòå, ÷òî m � ãîìîìîðôèçì SG-ìîäóëåé.

b)Ïðîâåðüòå, ÷òî m � ïðîåêòîð íà SG.

Ïóñòü àëãåáðà S ãðàäóèðîâàíà: S = ⊕i>0Si è í¼òåðîâà, S0 = k, ãðóïïà G äåéñòâóåò íà S
îäíîðîäíûìè àâòîìîðôèçìàìè. Îáîçíà÷èì R := SG, ýòî ãðàäóèðîâàííàÿ ïîäàëãåáðà â S.
Ïóñòü I ⊂ S � èäåàë â S, ïîðîæä¼ííûé ⊕i>0Ri. Ïóñòü f1, . . . , fn � îäíîðîäíûå îáðàçóþùèå I.
Çàäà÷à 2. a)Ïðîâåðüòå, ÷òî àëãåáðà R ãðàäóèðîâàííàÿ, à èäåàë I ⊂ S îäíîðîäíûé. Ïî÷åìó
ìîæíî âûáðàòü òàêèå fi?

b)Ïîêàæèòå, ÷òî f1, . . . , fn ïîðîæäàþò àëãåáðó R íàä k.

Ïóñòü òåïåðü êîíå÷íàÿ ãðóïïà G äåéñòâóåò íà àôôèííîì ìíîãîîáðàçèè X. Êàê ïîñòðîèòü
ôàêòîð? Îïðåäåëèì äåéñòâèå G íà àëãåáðå A = k[X] ôîðìóëîé g(f)(x) := f(g−1(x)).

Çàäà÷à 3. a◦)Ïîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà A öåëà íàä AG, ò.å. ëþáîé a ∈ A ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà xn + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0, ãäå ai ∈ AG.

b◦)Ïîêàæèòå, ÷òî A êîíå÷íà íàä AG, ò.å. A � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé AG-ìîäóëü.

Çàäà÷à 4 (Òåîðåìà Ãèëüáåðòà îá èíâàðèàíòàõ). Ïóñòü |G| 6= 0 â k. Òîãäà àëãåáðà
k[X]G êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Ïîäñêàçêà: ñâåäèòå ê çàäà÷å 2, ïîñòðîèâ ïîäõîäÿùèé ýïèìîðôèçì S = k[y1, . . . , yn]→ k[X].

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îòâå÷àåò G-ýêâèâàðèàíòíîìó âëîæåíèþ X → An, ãäå G äåéñòâóåò íà An ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíèåì.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü k = k̄. a)Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà k[X]G èçîìîðôíà àëãåáðå k[Y ] ôóíêöèé
íà íåêîòîðîì àôôèííîì ìíîãîîáðàçèè Y , ïîñòðîéòå ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå π : X → Y .

b)Ïîêàæèòå, ÷òî π ïîñòîÿííî íà îðáèòàõ äåéñòâèÿ è ÷òî ëþáîå ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèåX →
Z â àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå, ïîñòîÿííîå íà îðáèòàõ, ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç π åäèíñòâåííûì
îáðàçîì. Ýòà çàäà÷à îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Y ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðíûì ôàêòîðîì X ïî
äåéñòâèþ ãðóïïû G.

Çàäà÷à 6. Îïèøèòå àëãåáðû èíâàðèàíòîâ è ôàêòîðìíîãîîáðàçèÿ

a)A1 ïî äåéñòâèþ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû óìíîæåíèåì íà êîðíè n-é ñòåïåíè èç 1;

b◦)A2 ïî èíâîëþöèè (x, y) 7→ (−x,−y);

c◦)A2 ïî äåéñòâèþ Z/nZ: (x, y) 7→ (ξx, ξ−1y);

d)A2 ïî äåéñòâèþ, ïîðîæä¼ííîìó îïåðàòîðàìè (x, y) 7→ (ξx, ξ−1y) è (x, y) 7→ (iy, ix);

e)A2 ïî äåéñòâèþ Z/nZ: (x, y) 7→ (ξx, ξy);

f)An ïî äåéñòâèþ Sn ïåðåñòàíîâêàìè êîîðäèíàò.

Ïóñòü S � àëãåáðà íàä k ñ äåéñòâèåì êîíå÷íîé ãðóïïû G è |G| 6= 0 â k.
Çàäà÷à 7. a)Ïóñòü m ⊂ SG � ìàêñèìàëüíûé èäåàë. Ïîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ ìàêñèìàëüíûé
èäåàë m′ ⊂ S òàêîé, ÷òî m = m′ ∩ SG. Ïîäñêàçêà: ïðîâåðüòå ïðè ïîìîùè óñðåäíåíèÿ, ÷òî Sm ∩ SG = m.

b)Ïóñòü èäåàë I ëåæèò â êîíå÷íîì îáúåäèíåíèè ïðîñòûõ èäåàëîâ p1 ∪ . . . ∪ pn. Äîêàæèòå,
÷òî òîãäà I ëåæèò è â íåêîòîðîì èäåàëå pj.

c)Ïóñòü m′,m′′ ⊂ S � äâà ìàêñèìàëüíûõ èäåàëà è m′ ∩ SG = m′′ ∩ SG. Òîãäà m′′ = g(m′) äëÿ
íåêîòîðîãî g ∈ G.
d)Ïóñòü k = k̄. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè y ∈ Y ïðè ìîðôèçìå ôàêòîðèçà-
öèè π : X → Y = X/G ðàâåí G-îðáèòå íåêîòîðîé òî÷êè x ∈ X. Òåì ñàìûì, Y áèåêòèâíî
ôàêòîðìíîæåñòâó X ïî äåéñòâèþ G.


