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Ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå

Èäåàë íàçûâàþò íåïðèâîäèìûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ îò-
ëè÷íûõ îò íåãî èäåàëîâ. Èäåàë I íàçûâàþò ïðèìàðíûì, åñëè èç xy ∈ I ñëåäóåò x ∈ I èëè
yN ∈ I ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì N .
Çàäà÷à 1. Íàéäèòå âñå a◦)íåïðèâîäèìûå è b◦)ïðèìàðíûå èäåàëû â Z è C[x].

c)Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðèìàðíîãî èäåàëà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ íåïðèâîäèìûì.
Çàäà÷à 2. Ïðåäñòàâüòå â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ íåïðèâîäèìûõ èäåàëîâ:

a) èäåàëû (60), (100500) ⊂ Z;
b) èäåàë (x2 + y2 − 1, y − x2 + 1) ⊂ C[x, y];

c) èäåàëû (x, y)2, (x, y)4 ⊂ C[x, y];

d) èäåàë (x2, xy) ⊂ C[x, y].
Çàäà÷à 3. a)Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîñòîé èäåàë íåïðèâîäèì.

b◦)Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîñòîé èäåàë p ñîäåðæèò ïåðåñå÷åíèå I1 ∩ . . .∩ In, òî îí ñîäåðæèò è
íåêîòîðûé èäåàë Ij.

c◦)Ïîêàæèòå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå èäåàëà â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ ïîïàðíî íå âëîæåííûõ ïðîñòûõ
èäåàëîâ åäèíñòâåííî (åñëè ñóùåñòâóåò).
Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî â í¼òåðîâîì êîëüöå ëþáîé èäåàë ïðåäñòàâèì â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ
êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïðèâîäèìûõ èäåàëîâ.
Çàäà÷à 5. a)Ïîêàæèòå, ÷òî èäåàë I ⊂ A ïðèìàðåí ⇐⇒ â ôàêòîðêîëüöå A/I âñå äåëèòåëè
íóëÿ íèëüïîòåíòíû.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî ðàäèêàë r(I) ïðèìàðíîãî èäåàëà I ïðîñò.

c)Ïîêàæèòå, ÷òî í¼òåðîâîì êîëüöå äëÿ ïðèìàðíîãî èäåàëà I èìååì r(I)N ⊂ I ⊂ r(I) äëÿ
íåêîòîðîãî N .

d∗)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè r(I) ìàêñèìàëåí, òî I ïðèìàðåí. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàêñèìàëüíîãî
èäåàëà m âñå èäåàëû mN ïðèìàðíû.

e∗)Ïóñòü A = C[x, y, z]/(xy− z2), p = ([x], [z]) ⊂ A. Ïîêàæèòå, ÷òî èäåàë p ïðîñòîé, íî èäåàë
p2 íå ïðèìàðíûé.
Åñëè I ⊂ A � èäåàë è x ∈ A � ýëåìåíò, ïîëîæèì I : x = {y ∈ A | xy ∈ I}.
Çàäà÷à 6. Ïóñòü êîëüöî A í¼òåðîâî.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ I, x íàéä¼òñÿ N ∈ N òàêîå, ÷òî I : xn = I : xm äëÿ âñåõ n,m > N .

b)Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ òàêîãî N âûïîëíåíî I = (I : xN) ∩ (I, xN).

c)Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîé íåïðèâîäèìûé èäåàë ïðèìàðåí.
Èòàê, ìû äîêàçàëè òåîðåìó Ëàñêåðà�Í¼òåð: â í¼òåðîâîì êîëüöå ëþáîé èäåàë åñòü ïåðåñå÷å-
íèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðèìàðíûõ. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå èäåàëà íàçûâàåòñÿ ïðèìàðíûì ðàçëî-

æåíèåì. Îíî, êàê ïðàâèëî, íå åäèíñòâåííî (äàæå åñëè âûêèíóòü ëèøíèå èäåàëû). Îäíàêî,
êîå-÷òî ñêàçàòü ìîæíî.
Çàäà÷à 7. Ïóñòü I = ∩Ii � ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå íåêîòîðîãî èäåàëà. Ðàññìîòðèì ìèíè-
ìàëüíûå ïî âëîæåíèþ ýëåìåíòû ñðåäè ïðîñòûõ èäåàëîâ r(Ii).

a)Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìíîæåñòâî íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðèìàðíîãî ðàçëîæåíèÿ I. Òàêèå ïðî-
ñòûå èäåàëû íàçûâàþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïðîñòûìè èäåàëàìè, àññîöèèðîâàííûìè ñ I.

b)Äîêàæèòå, ÷òî ìèíèìàëüíûå ïðîñòûå èäåàëû, àññîöèèðîâàííûå ñ I, � ýòî â òî÷íîñòè
ìèíèìàëüíûå ïî âëîæåíèþ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ïðîñòûõ èäåàëîâ, ñîäåðæàùèõ I.

c)Ïóñòü A = k[X] � êîëüöî ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà àôôèííîì àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðà-
çèè X, I ⊂ A � èäåàë è k = k̄. Òîãäà ìèíèìàëüíûå ïðîñòûå èäåàëû, àññîöèèðîâàííûå ñ I, �
ýòî â òî÷íîñòè èäåàëû íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ïîäìíîãîîáðàçèÿ V (I) ⊂ X.


