
ÍÌÓ
Àëãåáðà 3

17 îêòÿáðÿ 2018
Ëèñòîê 5

Àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà vs èäåàëû

Ïîëå k â ýòîì ëèñòêå ïðåäïîëàãàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì.

Îïðåäåëèì íà àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè X òîïîëîãèþ Çàðèññêîãî: íàçîâ¼ì ïîäìíîæå-
ñòâî Z ⊂ X çàìêíóòûì, åñëè îíî àëãåáðàè÷åñêîå (ò.å. ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì íóëåé íåêîòî-
ðîãî ñåìåéñòâà ðåãóëÿðíûõ íà X ôóíêöèé).
Çàäà÷à 1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ òîïîëîãèÿ íà X.
Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ k[X] îïðåäåëèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî Df := {x ∈ X | f(x) 6= 0}.
Òàêèå îòêðûòûå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè.
Çàäà÷à 2. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìíîæåñòâà Df îáðàçóþò áàçèñ òîïîëîãèè Çàðèññêîãî: ëþáîå îò-
êðûòîå ìíîæåñòâî åñòü îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ ãëàâíûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.
Ïóñòü X ⊂ An, Y ⊂ Am � àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà, à φ : X → Y � îòîáðàæåíèå.
Çàäà÷à 3. Ïîêàæèòå, ÷òî φ ðåãóëÿðíî⇐⇒ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ k[Y ] èìååì f ◦φ ∈ k[X].
Çàäà÷à 4. a)Ïîêàæèòå, ÷òî φ∗ èíúåêòèâíî ⇐⇒ imφ = Y .

b)Ïîêàæèòå, ÷òî φ∗ ñþðúåêòèâíî ⇐⇒ φ åñòü èçîìîðôèçì X íà φ(X).
Ïðèâåäèòå ïðèìåðû, êîãäà

c)φ∗ èíúåêòèâíî, íî φ íå ñþðúåêòèâíî;

d)φ∗ íå ñþðúåêòèâíî, íî φ èíúåêòèâíî.
Çàäà÷à 5. Óñòàíîâèòå áèåêöèþ ìåæäó âëîæåíèÿìè àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X â àô-
ôèííîå ïðîñòðàíñòâî è ñèñòåìàìè îáðàçóþùèõ àëãåáðû k[X].

Äëÿ èäåàëà I â k[X] îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî â X ÷åðåç
V (I). Äëÿ ïîäìíîæåñòâà Z â X îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèé èäåàë â k[X] ÷åðåç I(Z).
Çàäà÷à 6. a)Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà Z ⊂ X èìååì V (I(Z)) = Z,
ãäå Z îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå Z â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâèå Z 7→ I(Z) îïðåäåëÿåò âëîæåíèå ìíîæåñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ
ïîäìíîæåñòâ â X â ìíîæåñòâî èäåàëîâ k[X]. Êàêîâ åãî îáðàç? Ïðîâåðüòå, ÷òî

c)V (I1 + I2) = V (I1) ∩ V (I2); V (I1 ∩ I2) = V (I1) ∪ V (I2).

d) I(Z1 ∪ Z2) = I(Z1) ∩ I(Z2); I(Z1 ∩ Z2) ⊃ I(Z1) + I(Z2).

Ïóñòü s : A → B � ãîìîìîðôèçì êîììóòàòèâíûõ êîëåö. Äëÿ èäåàëà J ⊂ B îïðåäåëèì åãî
ñóæåíèå J c êàê s−1(J), ýòî èäåàë â A. Äëÿ èäåàëà I ⊂ A îïðåäåëèì åãî ðàñøèðåíèå Ie êàê
èäåàë â B, ïîðîæä¼ííûé s(I).
Çàäà÷à 7. Ïðîâåðüòå, ÷òî a) Iec ⊃ I, J ce ⊂ J ,

b) (I1 + I2)
e = Ie1 + Ie2 ; (I1 ∩ I2)e ⊂ Ie1 ∩ Ie2 ;

c) (J1 + J2)
c ⊃ J c

1 + J c
2 ; (J1 ∩ J2)c = J c

1 ∩ J c
2 .

Ïóñòü φ : X → Y � ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå, Z ⊂ X è W ⊂ Y � àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìí-âà.
Çàäà÷à 8. a)Ïîêàæèòå, ÷òî I(φ(Z)) = (I(Z))c.

b)Ïóñòü ïðè ýòîì Z íåïðèâîäèìî. Ïîêàæèòå, ÷òî è φ(Z) íåïðèâîäèìî.

c)Ïîêàæèòå, ÷òî ïîäìíîæåñòâî φ−1(W ) ⊂ X àëãåáðàè÷åñêîå è I(φ−1(W )) = (I(W ))e.
Çàäà÷à 9. Ïîêàæèòå, ÷òî àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå X íåñâÿçíî â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî
⇐⇒ àëãåáðà k[X] ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ äðóãèõ àëãåáð.
Çàäà÷à 10∗. Îïðåäåëèòå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé è ïîêàæèòå,
÷òî

k[X × Y ] ∼= k[X]⊗k k[Y ].


