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Àáåëåâû ðàñøèðåíèÿ

Ïóñòü ξn ∈ C îáîçíà÷àåò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç 1.
Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âçàèìíî ïðîñòûõ m è n:

a◦)Ïðîèçâåäåíèå ξmξn � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü èç 1 ñòåïåíè mn, ïðè÷¼ì òàê ïîëó÷àþòñÿ âñå
ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ñòåïåíè mn.

b◦)Âåðíû ðàâåíñòâà

Q[ξm]Q[ξn] = Q[ξmn] è Q[ξm] ∩Q[ξn] = Q.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè x ∈ F∗p ñèìâîë Ëåæàíäðà
(
x
p

)
= x

p−1
2 ðàâåí 1, åñëè x � êâàäðàò â Fp, è −1

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Çàäà÷à 2. Ïóñòü k ⊂ K � ðàñøèðåíèå Ãàëóà, k 6= 2. Ðàññìîòðèì F ⊂ K � ïîäïîëå, ïîðîæ-
ä¼ííîå âñåìè α ∈ K òàêèìè, ÷òî α2 ∈ k. Ïîêàæèòå, ÷òî F/k � ðàñøèðåíèå Ãàëóà è îïèøèòå
Gal(F, k) â òåðìèíàõ Gal(K, k).
Çàäà÷à 3. Ïóñòü Q[ξp]/Q � êðóãîâîå ðàñøèðåíèå, ãäå p > 2 � ïðîñòîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì
ïîäãðóïïó H ⊂ Z/(p− 1)Z ∼= Gal(Q[ξp],Q) = G èíäåêñà äâà è ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñøèðåíèå
K = Q[ξp]

H íàä Q ñòåïåíè 2. Ïîëîæèì

s =
∑
σ∈H

σ(ξp)−
∑

σ∈G\H

σ(ξp).

a)Äîêàæèòå, ÷òî s ∈ K, s2 ∈ Q.
b)Äîêàæèòå, ÷òî s2 =

(−1
p

)
· p.

c)Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Q ñòåïåíè 2 ëåæèò â íåêîòîðîì ïîëå Q[ξn].
Ïîñëåäíåå ïóíêò � ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Êðîíåêåðà-Âåáåðà, óòâåðæäàþùåé, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîå àáåëåâî ðàñøèðåíèå ïîëÿ

Q ëåæèò â íåêîòîðîì êðóãîâîì ïîëå.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü p ∈ N � ïðîñòîå ÷èñëî, à n ∈ N âçàèìíî ïðîñòî ñ p.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî â F̄p åñòü ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ñòåïåíè n èç 1.

b)×åìó ðàâíî èõ êîëè÷åñòâî?

c∗)×åìó ðàâíà èõ ñòåïåíü êàê àëãåáðàè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ íàä Fp? Áóäåò ëè êðóãîâîé ìíîãî-
÷ëåí Φn(x) íåïðèâîäèì íàä Fp?
Çàäà÷à 5. Ïóñòü p è q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, íå ðàâíûå 2, à ξ ∈ F̄q � ïåðâîîáðàçíûé
êîðåíü ñòåïåíè p èç 1. Ïîëîæèì

s =
∑
x∈F∗

p

(
x

p

)
· ξx ∈ F̄q.

a)Ïðîâåðüòå, ÷òî s2 =
(−1
p

)
· p.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî p � êâàäðàò ïî ìîäóëþ q ⇐⇒
(
s
√(−1

p

))q
= s
√(−1

p

)
.

c)Ïîêàæèòå, ÷òî sq = s ·
(
q
p

)
.

d)Âûâåäèòå èç ïðåäûäóùåãî êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè:(
q

p

)
=

(
p

q

)
· (−1)

p−1
2

q−1
2 .


