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Êðóãîâûå ïîëÿ

Îïðåäåëèì êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû ðàâåíñòâîì

Φn(x) =
∏

ξn=1,ξk 6=1 ïðè 0<k<n

x− ξ,

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì ïåðâîîáðàçíûì êîìïëåêñíûì êîðíÿì ñòåïåíè n èç 1.

Çàäà÷à 1◦. Âûïèøèòå ÿâíî ìíîãî÷ëåíû Φn ïðè n 6 10.

Çàäà÷à 2. a)Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü Φn ðàâíà φ(n) � êîëè÷åñòâó îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ n,
âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n.

b◦)Äîêàæèòå, ÷òî

xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x).

c◦)Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî Φn ∈ Z[x].

d)Äîêàæèòå ôîðìóëó

Φn(x) =
∏
d|n

(xd − 1)µ(n/d),

ãäå ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà µ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: µ(p1p2 . . . pk) = (−1)k äëÿ ðàçëè÷-
íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë p1, . . . , pk, µ(x) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ïîëå Q[ξn] ⊂ C ïîëó÷åíî ïðèñîåäèíåíèåì ê Q êàêîãî-ëèáî ïåðâîîáðàçíîãî
êîìïëåêñíîãî êîðíÿ ξn ñòåïåíè n èç 1. Òàêîå ïîëå íàçûâàåòñÿ êðóãîâûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ Q,
èëè êðóãîâûì ïîëåì.

a)Äîêàæèòå, ÷òî Q[ξn] ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà xn − 1.

b)Äîêàæèòå, ÷òî ðàñøèðåíèå Q[ξn]/Q èìååò ñòåïåíü n− 1 ïðè ïðîñòîì n.

c◦)Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïîëÿ Q[ξn] � ïîäãðóïïà â (Z/nZ)∗.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïîëÿ Q[ξn] ñîâïàäàåò ñ (Z/nZ)∗. Äîêàæåì ýòî.

Çàäà÷à 4. a)Ïóñòü f(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü â ðàçëîæåíèè Φn(x) íà íåïðèâîäèìûå
íàä Z[x], à p � ïðîñòîå ÷èñëî, íå äåëÿùåå n. Ïóñòü ξ � êîðåíü f , ïîêàæèòå, ÷òî ξp � òàêæå
êîðåíü f .
Ïîäñêàçêà: ïðåäïîëîæèòå, ÷òî ξp � êîðåíü äðóãîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîæèòåëÿ g(x) è ïåðåéäèòå ê ïîëþ Z/pZ.

b)Òî æå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî p, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ n.

c)Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí Φn íåïðèâîäèì íàä Z, à çíà÷èò, è íàä Q.
d)Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî deg ξn = φ(n), à ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïîëÿ Q[ξn] èçîìîðôíà
(Z/nZ)∗.

Çàäà÷à 5. a)Ïóñòü m è n âçàèìíî ïðîñòû. Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâèëüíûé mn-óãîëüíèê ìîæíî
ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ïðàâèëüíûå
m è n-óãîëüíèêè.

b)Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê ìîæíî ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòåïåíü êðóãîâîãî ïîëÿ Q[ξn] íàä Q ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè.

c)Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê ìîæíî ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà n = 2mp1 · . . . · pk, ãäå pi � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, èìåþùèå âèä 2r + 1.

d)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî 2r + 1 ïðîñòî, òî îíî èìååò âèä 22s + 1. Òàêèå ïðîñòûå ÷èñëà
íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Ôåðìà. Èõ èçâåñòíî âñåãî ïÿòü: 3, 5, 17, 257, 65537.


