
Íåçàâèñèìûé Ìîñêîâñêèé Óíèâåðñèòåò, Àëãåáðà-1, îñåíü 2018

ÀËÃÅÁÐÀ, ÏÅÐÂÛÉ ÑÅÌÅÑÒÐ

Ëåêöèÿ 9 (15 íîÿáðÿ 2018):
Ê êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ãðóïï (ÏËÀÍ)

9.0. Îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

...9.0.0. Òðàíçèòèâíûå äåéñòâèÿ ãðóïï íà ìíîæåñòâàõ . . . . . . . . 1

...9.0.1. Ïðèìåðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

...9.0.2. Ôîðìóëà îðáèò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

9.1. p-àäè÷åñêèå ïîêàçàòåëè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

...9.1.0. Îïðåäåëåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

...9.1.1. Ôîðìóëà ïðîèçâåäåíèÿ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

9.2. Îòñòóïëåíèå: öåëûå ÷èñëà è ôóíêöèè íà spec(Z)dot�ll2
9.3. Ê îáðàùåíèþ òåîðåìû Ëàãðàíæà. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2

...9.3.0. Ðåø¼òêà ïîäãðóïï. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

...9.3.1. Îáðàòíàÿ "òåîðåìà"Ëàãðàíæà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

9.4. Ãðóïïà A4 è å¼ ïîäãðóïïû

9.5. Êëàññèôèêàöèÿ êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï

9.6. Òåîðåìû Ñèëîâà

9.0. Îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà
9.0.0. Òðàíçèòèâíûå äåéñòâèÿ ãðóïï íà ìíîæåñòâàõ. Ïóñòü
G ∈∈ GRP è X ∈∈ G-SET . Äåéñòâèå G : X íàçûâàåòñÿ òðàíçè-

òèâíûì, åñëè

∃x ∈ X[X = G · x].

Ìíîæåñòâî X â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì G-
ïðîñòðàíñòâîì.

9.0.1. Ïðèìåðû. Aut(X) : X. Ãåîìåòðèÿ è ôèçèêà, Ýðëàíãåíñêàÿ
ïðîãðàììà Êëåéíà. Îäíîðîäíîñòü è èçîòðîïíîñòü Âñåëåííîé.
Äåéñòâèÿ ãðóïïû íà ñåáå.

9.0.2. Ôîðìóëà îðáèò. Åñëè ê òîìó æå #G <∞, òî ∀x ∈ X

#X =
#G

#Gx

.

Ïðèìåíåíèå: ïîðÿäêè ãðóïï âðàùåíèé ïëàòîíîâûõ òåë.

9.1. p-àäè÷åñêèå ïîêàçàòåëè
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9.1.0. Îïðåäåëåíèå. Äëÿ p ∈ Π

ordp : Ṅ→ N : n 7→ max{k | n ∈ pkN}.

9.1.1. Ôîðìóëà ïðîèçâåäåíèÿ: ∀n ∈ Ṅ

n =
∏
p∈Π

pordp(n)

9.2. Îòñòóïëåíèå: öåëûå ÷èñëà è ôóíêöèè íà spec(Z)
×èñëà ïîõîæè íà ìíîãî÷ëåíû...

9.3. Ê îáðàùåíèþ òåîðåìû Ëàãðàíæà
9.3.0. Ðåø¼òêà ïîäãðóïï. Ôóíêòîðèàëüíîñòü?
9.3.1. Îáðàòíàÿ "òåîðåìà"Ëàãðàíæà. Íåò!

9.4. Ãðóïïà A4 è å¼ ïîäãðóïïû
SubGr6(A4) = ∅

9.5. Òåîðåìû Ñèëîâà (ôîðìóëèðîâêè)

G ∈∈ GRP ,#G <∞.
p ∈ Π,#G ∈ pN.

Sylp(G) := {H ∈ SubGr(G) | #H = pordp(#G)}

n := ordp(#G),

Ïåðâàÿ òÑ. Sylp(G) 6= ∅
Äîêàçàòåëüñòâî. X := Subpn(G).

Ëåììà. #X =
(

#G
pn

)
/∈ pN

G : X ñäâèãàìè. Íàéä¼òñÿ îðáèòà G · Y /∈ pN.
H := GY ∈ Sylp(G)�

Âòîðàÿ òÑ. Âñå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H1, H2 ∈ Sylp(G). Çàñòàâèì H1 äåé-
ñòâîâàòü íà ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññàõ {gH2} ëåâûìè ñäâèãàìè.
Âñå îðáèòû èìåþò ïîðÿäîê ∈ pN, íî èõ îáùåå êîëè÷åñòâî /∈ pN,
ïîýòîìó íàéäóòñÿ 1-ýëåìåíòíûå îðáèòû. �
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Òðåòüÿ òÑ. [#Sylp(G) ∈ (Np + 1) ∧ [#Sylp(G) | #G].
Äîêàçàòåëüñòâî. G äåéñòâóåò íà Sylp(G) ñîïðÿæåíèÿìè... �
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