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1.0. Ñ ÷åãî íà÷èíàëàñü àëãåáðà?

Ñ íåçàïàìÿòíûõ âðåì¼í � â ñèëüíîì è òî÷íîì ñìûñëå ýòèõ ñëîâ �
ëþäè ðåøàëè óðàâíåíèÿ. Ìû íà÷í¼ì íàø êóðñ ñ ñàìûõ äðåâíèõ,
êîòîðûå âàì çíàêîìû ñî øêîëû (è â äàëüíåéøåì øêîëüíîé
ìàòåìàòèêîé çàíèìàòüñÿ íå áóäåì), à çàòåì ðàñøèðèì ãîðèçîíò,
îáñóäèâ êëàññ óðàâíåíèé, êîòîðûå â ñèëó ñâîåãî þíîãî âîçðàñòà
(ñîñòàâëÿþùåãî âñåãî íåñêîëüêî ñîòåí ëåò) â øêîëüíûå ïðîãðàììû
ïîêà íå âîøëè.

Ìû íå çíàåì, êòî è êîãäà ñîñòàâèë è ðåøèë ïåðâîå óðàâíå-
íèå, íî çíàåì, ÷òî ýòî ñëó÷èîñü î÷åíü äàâíî.

1



Ñ òåõ ïîð ïî ïëàíåòå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ èäåÿ ðàáîòàòü ñ íåèçâåñò-

íûìè êîëè÷åñòâàìè òàê, êàê áóäòî ýòî ÷èñëà. Íî ïîíÿòèå ÷èñëà

óòî÷íÿåòñÿ (ìàòåìàòèêàìè, ôèëîñîôàìè, ôèçèêàìè è ïðî÷èìè) âîò

óæå íåñêîëüêî òûñÿ÷åëåòèé, è íåò íèêàêîé óâåðåííîñòè â òîì, ÷òî

âûðàáîòàíà îêîí÷àòåëüíàÿ òî÷êà çðåíèÿ. Â íàøåì êóðñå, âïðî÷åì,

ñëîâàì íåèçâåñòíàÿ/ïåðåìåííàÿ áóäåò ïðèäàâàòüñÿ ñîâðåìåííûé,

àëãåáðàè÷åñêèé ñìûñë.

1.1. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

1.1.0. Îá èñòîðèè. Çàäà÷è, êîòîðûå ìû áû ðåøàëè ñ ïîìîùüþ
ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, âñòðå÷àþòñÿ â ñàìûõ ðàííèõ èç
äîñòóïíûõ íàì ñåãîäíÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêóìåíòàõ, òî åñòü â
âàâèëîíñêèõ êëèíîïèñíûõ òàáëè÷êàõ, ñîçäàííûõ îêîëî ÷åòûð¼õ
òûñÿ÷ ëåò íàçàä � ñì., íàïðèìåð, [Sesiano2009]. Äðåâíåâàâèëîí-
ñêèå çàäà÷è íåëåãêî ðàñøèôðîâàòü è ïîíÿòü, äàæå ñ ïîìîùüþ
èñòîðèêîâ è ëèíãâèñòîâ; ê ñ÷àñòüþ, çàäà÷è ýòîãî êëàññà âñòðå-
÷àþòñÿ âî âñåõ çíà÷èòåëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êóëüòóðàõ, è
íåêîòîðûå èç íèõ ïðåîáðàçóþòñÿ â ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ëåãêî. Ïðèìåð èç àðàáñêîãî ðàííåãî ñðåäíåâåêîâüÿ: íà 458-þ íî÷ü
èç òûñÿ÷è è îäíîé1 ðàññìàòðèâàëàñü ñëåäóþùàÿ çàäà÷à2:

Ñòàÿ ãîëóáåé ïîäëåòåëà ê âûñîêîìó äåðåâó. ×àñòü ãîëóáåé
ñåëà íà âåòâÿõ, à äðóãàÿ ðàñïîëîæèëàñü ïîä äåðåâîì. Ñèäåâøèå
íà âåòâÿõ ãîëóáè ãîâîðÿò ðàñïîëîæèâøèìñÿ âíèçó: ¾Åñëè áû
îäèí èç âàñ âçëåòåë ê íàì, òî âàñ ñòàëî áû âòðîå ìåíüøå, ÷åì
íàñ âñåõ âìåñòå, à åñëè áû îäèí èç íàñ ñëåòåë ê âàì, òî íàñ ñ
âàìè ñòàëî áû ïîðîâíó¿. Ñêîëüêî ãîëóáåé ñèäåëî íà âåòâÿõ è
ñêîëüêî ïîä äåðåâîì?

Ñâåäÿ ýòó çàäà÷ó ê ñèñòåìå óðàâíåíèé{
3(y − 1) = x+ y
x− 1 = y + 1

èëè ïîëüçóÿñü êàêèìè-òî èíûìè ñîîáðàæåíèÿìè, Øàõåðåçàäà íà
âîïðîñ îòâåòèëà.

1.1.1. Ïðàâèëî Êðàìåðà. Ðåøèì òåïåðü îáùóþ ñèñòåìó

1Ñì., íàïðèìåð, [Irwin2005]
2ïåðåâîä çàèìñòâîâàí èç êíèãè [ÁàâðèíÔðèáóñ1994]
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äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè{
a1x+ b1y = c1 (1)

a2x+ b2y = c2 (2)

Çäåñü øåñòü êîýôôèöèåíòîâ a1, b1, c1; a2, b2, c2 ïðåäïîëàãàþòñÿ
çàäàííûìè, à íàéòè íàäî �íåèçâåñòíûå� x, y; ïðèðîäîé ýòèõ ÷èñåë
ìû ïîêà íå èíòåðåñóåìñÿ.

Èäåÿ äàâàòü óðàâíåíèÿì (à òàêæå äðóãèì ôîðìóëàì è óòâåðæäåíèÿì)

èìåíà (è çàòåì ðàáîòàòü ñ íèìè ïî çàêîíàì àëãåáðû) íå ìåíåå âàæíà,

÷åì èäåÿ îáîçíà÷àòü ÷èñëà áóêâàìè. Îíà ëèøü ìåíåå ðàçðåêëàìèðîâàíà.

×òîáû èñòðåáèòü y, âû÷èñëèì b2(1)− b1(2):
(b2a1 − b1a2)x = b2c1 − b1c2 (3)x

×òîáû èñòðåáèòü x, âû÷èñëèì a2(1)− a1(2):
(a2b1 − a1b2)y = a2c1 − a1c2. (3)y

Ïî-ïðåæíåìó íå óòî÷íÿÿ êëàññà ÷èñåë, ñ êîòîðûìè ìû ðàáîòàåì,
ìû ïðèìåì âàæíîå îãðàíè÷åíèå: óìíîæåíèå êîììóòàòèâíî, òî
åñòü îò ïåðåìåíû ìåñò ñîìíîæèòåëåé ïðîèçâåäåíèå íå ìåíÿåòñÿ.

Â äðåâíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ öèâèëèçàöèÿõ è â ñîâðåìåííîé øêîëüíîé

ìàòåìàòèêå ýòî îãðàíè÷åíèå ïðèíèìàåòñÿ êàê ñàìî ñîáîé ðàçóìåþùå-

åñÿ, òîãäà êàê â íàøåì êóðñå âñòðåòÿòñÿ è íåêîììóòàòèâíûå óìíîæåíèÿ.

Â ïðåäïîëîæåíèè êîììóòàòèâíîñòè ïåðåïèøåì ïîëó÷åííûå
óðàâíåíèÿ ÷óòü-÷óòü ïî-äðóãîìó � â ÷àñòíîñòè, èçìåíèâ çíàê ó
óðàâíåíèÿ (3)y:

(a1b2 − a2b1)x = b2c1 − b1c2, (3)′x
(a1b2 − a2b1)y = −a2c1 + a1c2. (3)′y

Ýòè íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò âûÿâèòü ãëàâíîå äåé-
ñòâóþùåå ëèöî ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé � å¼ îïðåäå-
ëèòåëü3, äëÿ êîòîðîãî ìû ââîäèì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå∣∣∣∣ a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ := a1b2 − a2b1.

Äîñòèæåíèå (ðàäîñòü îò êîòîðîãî � âåðíûé ïðèçíàê ñêëîííîñòè
ê çàíÿòèÿì àëãåáðîé) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êîýôôèöèåíòû,
ñòîÿùèå ïåðåä èçîëèðîâàííûìè ïåðåìåííûìè â óðàâíåíèÿõ (3)′x è

3ââîäÿ êîòîðûé, ìû âïåðâûå äåëèíåàðèçóåì íàøè ôîðìóëû: îíè ïåðåñòàþò
áûòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè çíàêîâ
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(3)′y, ñîâïàëè � òàê îïðåäåëèòåëü è âîçíèê.

Ñðàçó âûäåëÿåòñÿ êëàññ âûðîæäåííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ
íóëåâûì îïðåäåëèòåëåì; èõ ìû ñåãîäíÿ îáñóæäàòü íå áóäåì. ×òî
æå êàñàåòñÿ íåâûðîæäåííûõ ñèñòåì, òî íà íåíóëåâûå îïðåäå-
ëèòåëè ïðèíÿòî äåëèòü. Ýòî çàêîííî áåç äàëüíåéøèõ îãîâîðîê
â ïîëÿõ, êîòîðûì áóäåò ïîñâÿùåíà ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü íàøåãî
êóðñà; îäíàêî îáùàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ôîðìóëèðóåòñÿ
òîëüêî â òåðìèíàõ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, ïîýòîìó (õîòÿ ìû
ïî-ïðåæíåìó íå óòî÷íÿåì ïðèðîäû ðàññìàòðèâàåìûõ ÷èñåë � êàê
êîýôôèöèåíòîâ, òàê è íåèçâåñòíûõ) åñòåñòâåííî ïîëó÷èòü îòâåòû
íà ÿçûêå êîëåö. Òîãäà íàèáîëåå åñòåñòâåííî ôîðìóëèðóåìîå
ñâîéñòâî ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), (2) � îáðàòèìîñòü îïðåäåëèòåëÿ:

∃δ; (a1b2 − a2b1)δ = 1 (F)

Ýòî ñâîéñòâî â êîëüöàõ, ðàçóìååòñÿ, ñèëüíåå ñâîéñòâà îïðåäåëè-
òåëÿ áûòü íåíóëåâûì. Òàê, íàä4 êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë âûäåëÿþòñÿ
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ îïðåäåëèòåëåì ±1. Êñòàòè, ê ýòîìó
êëàññó îòíîñèòñÿ óïîìÿíóòàÿ âûøå çàäà÷à, ïðåäëîæåííàÿØàõåðå-
çàäå: äåéñòâèòåëüíî, â ñòàíäàðòíîì âèäå ýòà çàäà÷à ïðåâðàùàåòñÿ
â {−x+ 2y = . . .

x− y = . . .

(ïðàâûå ÷àñòè íå âàæíû) è∣∣∣∣ −1 2
1 −1

∣∣∣∣ := (−1) · (−1)− 1 · 2 = −1,

òàê ÷òî íåçàâèñèìî îò ïðàâûõ ÷àñòåé íåöåëûå êîëè÷åñòâà ãîëóáåé
â îòâåò íå ïîïàäóò.

Âåðí¼ìñÿ ê îáùåé ñèñòåìå äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ
íåèçâåñòíûìè. Â ïðåäïîëîæåíèè îáðàòèìîñòè îïðåäåëèòåëÿ �
äåëåíèå íà íåãî ñîâïàäàåò ñ óìíîæåíèåì íà δ èç ôîðìóëû (F)
� óðàâíåíèÿ (3)' ðàçðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî èçîëèðîâàííûõ
ïåðåìåííûõ:

x =
b2c1 − b1c2
a1b2 − a2b1

, (3)′′x

y =
−a2c1 + a1c2
a1b2 − a2b1

. (3)′′y

4èìåííî ýòîò ïðåäëîã èñïîëüçóþò ñïåöèàëèñòû ïî êîììóòàòèâíîé àëãåáðå è
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, âûðàæàÿ íàìåðåíèå ñ÷èòàòü âñå âñòðå÷àåìûå "÷èñ-
ëà"ýëåìåíòàìè êàêîãî-òî îïðåäåë¼ííîãî
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Çàìå÷àòåëüíî òî, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìû ìîæåì
âûðàçèòü íå òîëüêî çíàìåíàòåëè, íî è ÷èñëèòåëè ýòèõ ôîðìóë:

x =

∣∣∣∣ c1 b1
c2 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ , y =

∣∣∣∣ a1 c1
a2 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ .
Ýòî è åñòü ïðàâèëî Êðàìåðà5 äëÿ ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè (1), (2).

Ñóòü ïðàâèëà ïîíÿòíà ïðè âñìàòðèâàíèè â ñòîëáöû è ñòàíî-
âèòñÿ åù¼ ïîíÿòíåå ïðè ïåðåõîäå ê ñèñòåìå òð¼õ óðàâíåíèé ñ
òðåìÿ íåèçâåñòíûìè: ðåøåíèÿ ñèñòåìû

a1x+ b1y + c1z = d1

a2x+ b2y + c2z = d2

a3x+ b3y + c3z = d3

ñóòü

x =

∣∣∣∣∣∣
d1 b1 c1
d2 b2 c2
d3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
, y =

∣∣∣∣∣∣
a1 d1 c1
a2 d2 c2
a3 d3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
, z =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 d1
a2 b2 d2
a3 b3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
.

Îñòà¼òñÿ ïîíÿòü, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 3×3-îïðåäåëèòåëü; ìîæíî
âû÷èñëèòü âðó÷íóþ∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a1b3c2 − a3b1c2 − a2b1c3.

Cëîæíîñòü îïðåäåëèòåëåé á�îëüøèõ ïîðÿäêîâ î÷åíü áûñòðî âîç-
ðàñòàåò.

Îäíà èç çàäà÷ ýòîãî ñåìåñòðà � ïîíÿòü ïðèðîäó îïðåäåëèòå-
ëåé (à íå òîëüêî âûâåñòè îáùóþ ôîðìóëó). Äëÿ ýòîãî íàì
ïðèä¼òñÿ ðàçâèòü äîñòàòî÷íî îáùèå âçãëÿäû íà àëãåáðó.

1.1.2. Î âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå. Êàê ìîæíî ïðî÷è-
òàòü âî ìíîãèõ èñòî÷íèêàõ, èñïîëüçîâàíèå ïðàâèëà Êðàìåðà

5Ãàáðèýëü Êðàìåð (1704 � 1752) � øâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê; èçâåñòåí òàêæå
ïåðåïèñêîé ñ Ë. Ýéëåðîì ïî òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ
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íåïðàêòè÷íî � ïðè çíà÷èòåëüíîì êîëè÷åñòâå íåèçâåñòíûõ è
óðàâíåíèé îíî òðåáóåò íåîïðàâäàííî áîëüøîãî êîëè÷åñòâà îïå-
ðàöèé. Áîëåå ýêîíîìíûå ìåòîäû ðàçðàáàòûâàëèñü ñ äðåâíîñòè;
íàèáîëåå èçâåñòíûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ãàóññà � ñì., íàïðèìåð,
[ÈëüèíÏîçíÿê2004]. Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî, îêîëî ïîëóâåêà íà-
çàä îêàçàëîñü, ÷òî ñóùåñòâóþò è äàëüíåéøèå óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ
� ñì. [Strassen1969]; ñòðåìëåíèå ê ñîâåðøåíñòâó ïðîäîëæàåòñÿ,
ñì., íàïðèìåð, [BDHT2013].

Ñëåäóåò, âïðî÷åì, îòìåòèòü, ÷òî ñîâðåìåííûå èíæåíåðû, ýêîíîìè-

ñòû è äðóãèå ëþäè, êîòîðûì ïðèõîäèòñÿ äëÿ ñâîåé ðàáîòû ðåøàòü

îáøèðíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, èíòåðåñóþòñÿ ìåòîäàìè

ðåøåíèÿ ýòèõ ñèñòåì ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì èõ ïðåäøåñòâåííèêè:

äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà äîñòàòî÷íî âûçâàòü ñòàíäàðòíóþ êîìïüþòåðíóþ

ïðîãðàììó. Ðàçìåðû ñèñòåì, äîñòóïíûõ ñîâðåìåííûì êîìïüþòåðàì,

çàâèñÿò, êîíå÷íî, îò ïðèìåíÿåìûõ èçîùð¼ííûõ àëãîðèòìîâ, íî íå â

ìåíüøåé ñòåïåíè çàâèñÿò îò òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà. Íå èñêëþ÷åíî,

÷òî â îáîçðèìîì áóäóùåì ïîÿâëåíèå íîâûõ ïîêîëåíèé êîìïüþòåðîâ �

íàïðèìåð, êâàíòîâûõ � ñíèçèò ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü óïîìÿíóòûõ

îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ.

1.2. Êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ

1.2.0. Âàâèëîíñêîå íàñëåäèå. Îò äðåâíåâàâèëîíñêîé ìàòåìà-
òèêè ñîõðàíèëñÿ îãðîìíûé ìàòåðèàë ïî êâàäðàòíûì óðàâíåíèÿì.
Îí òùàòåëüíî óïîðÿäî÷åí è ïðîàíàëèçèðîâàí � ñì., íàïðèìåð,
[Beriman1956].

Îäèí èç ãëàâíûõ (ñ òî÷êè çðåíèÿ íàøåãî êóðñà) âûâîäîâ çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âàâèëîíñêàÿ àëãåáðà ñóùåñòâîâàëà. Íàïðèìåð,
âàâèëîíÿíå ñâîäèëè óìíîæåíèå ê âîçâåäåíèþ â êâàäðàò, ñëîæåíèþ,
âû÷èòàíèþ è äåëåíèþ ïîïîëàì � ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì, êîòîðîå
òûñÿ÷è ëåò ñïóñòÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ab ≡ (a+ b)2 − (a− b)2

4
.

Â õîäó áûëè òàáëèöû êâàäðàòîâ6, ñîõðàíèâøèåñÿ äî íàøèõ äíåé!
Êàê óòâåðæäàþò èñòîðèêè, ýòè òàáëèöû øèðîêî èñïîëüçîâàëèñü
ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïðàêòè÷åñêîãî õàðàêòåðà; çàìå÷àòåëüíûå

6â 1854 ãîäó íà Åâôðàòå áûëà íàéäåíà òàáëèöà êâàäðàòîâ îò 82 äî 592; åñòå-
ñòâåííî îáúÿñíèòü ÷èñëî 59 èñïîëüçóåìîé âàâèëîíÿíàìè øåñòèäåñÿòèðè÷íîé

ñèñòåìîé ñ÷èñëåíèÿ
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ïðèáëèæåíèÿ
√
2 áûëè ïîëó÷åíû (ñì. [FowlerRobson1998]) áîëåå

÷åì çà ïîëòîðû òûñÿ÷è ëåò äî òîãî, êàê äðåâíåãðå÷åñêèå ìûñëè-
òåëè çàèíòåðåñîâàëèñü ñîèçìåðèìîñòüþ êâàäðàòà è åãî äèàãîíàëè.

×òî æå êàñàåòñÿ îáó÷åíèÿ ðåøåíèÿì êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé
� çàíÿòèÿ, âïëîòü äî íàøèõ äíåé ñîñòàâëÿþùåãî ñóùåñòâåííóþ
÷àñòü øêîëüíîé ìàòåìàòèêè � òî âàâèëîíñêèå ïåäàãîãè, âèäèìî,
âëàäåëè òåõíèêîé ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé, äèñêðèìèíàíòû êîòî-
ðûõ � êâàäðàòû ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äî íàñ äîøëà, íàïðèìåð,
òàêàÿ çàäà÷à7:

Äëèíó è øèðèíó ÿ ïåðåìíîæèë è ïëîùàäü ïîëó÷èë. Çàòåì
èçáûòîê äëèíû íàä øèðèíîé ÿ ïðèáàâèë ê ïëîùàäè; 183 ïîëó÷è-
ëîñü ó ìåíÿ8. Çàòåì ÿ äëèíó è øèðèíó ñëîæèë: 27. Ñïðàøèâàåòñÿ
äëèíà, øèðèíà è ïëîùàäü.

Òûñÿ÷è ëåò îòòà÷èâàëèñü íàâûêè ïåðåâîäà ýòîãî òåêñòà â
óðàâíåíèå

x(27− x) + x− (27− x) = 183.

Íàøå ïîíèìàíèå äðåâíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòîâ îñíîâàíî íà
òåêñòîâûõ çàäà÷àõ; êîíöåïöèè ×ÈÑËÀ, ÓÐÀÂÍÅÍÈß è ÐÅØÅ-
ÍÈß ñâÿçûâàþò íàñ ñ áåçâåñòíûìè àâòîðàìè ýòèõ òåêñòîâ.

1.2.1. Âûäåëÿåòñÿ ëè ïîëíûé êâàäðàò? Âñåîáùåå çíà-
êîìñòâî ñ êâàäðàòíûìè óðàâíåíèÿìè ïîçâîëÿåò íàì áûòü î÷åíü
êðàòêèìè. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x2 + px+ q = 0, (1)

îïÿòü (âðåìåííî) íå óòî÷íÿÿ ïðèðîäû êîýôôèöèåíòîâ è íåèçâåñò-
íîãî.

Êàê èçâåñòíî, ïåðâûé øàã â óïðîùåíèè óðàâíåíèÿ (1) òðå-

áóåò ïðèáàâëåíèÿ ê îáåèì ÷àñòÿì p2

4
. Äëÿ ýòîãî â "÷èñëàõ" ,

ñ êîòîðûìè ìû ðàáîòàåì, äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà ïðîöåäóðà
äåëåíèÿ íà 2 � èíà÷å ãîâîðÿ,

∃1
2
.

7èç òàê íàçûâàåìîãî òåêñòà ÀÎ 8862 ýïîõè äèíàñòèè Ãàììóðàïè, ñì.
[Âàðäåí1959]

8÷èñëà ïåðåâåäåíû â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ
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Ýòî � íåòðèâèàëüíîå ïðåäïîëîæåíèå; âñêîðå ìû êðàòêî îáñóäèì
âîçìîæíîñòü åãî íåâûïîëíåíèÿ.

Â "îáû÷íûõ" æå ñëó÷àÿõ, òî åñòü êîãäà îíî âûïîëíåíî, óðàâíåíèå
(1), êàê èçâåñòíî ñ âàâèëîíñêèõ âðåì¼í, ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

(x+
p

2
)2 =

p2

4
− q. (2)

1.2.2. Êâàäðàòåí ëè äèñêðèìèíàíò? Óðàâíåíèå (2) ãîâîðèò î
òîì, ÷òî äëÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû äèñêðèìèíàíò åãî ëåâîé ÷àñòè áûë êâàäðàòîì:

∃d; d2 = p2

4
− q. (FF)

Â îòëè÷èå îò íåïðåîäîëèìîãî ïðåïÿòñòâèÿ @1
2
, íåêâàäðàòíîñòü

äèñêðèìèíàíòà èçëå÷èâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ.
Âàæíûå âåõè ýòîãî ïðîöåññà � ëåãàëèçàöèÿ ÷èñëà

√
2 è ââåäåíèå

ìíèìîé åäèíèöû i, óäîâëåòâîðÿþùåé "íåâîçìîæíîìó" ðàâåíñòâó
i2 = −1.

Êàæäîå òàêîå ðàñøèðåíèå ïðèâîäèëî ê òîìó, ÷òî êâàäðàòíûå
óðàâíåíèÿ, íåðàçðåøèìûå â ìåíüøèõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâàõ,
ñòàíîâèëèñü ðàçðåøèìûìè â á�îëüøèõ.

1.2.3. Ñëó÷àé 2=0. Èìåþòñÿ â âèäó "÷èñëà" , â êîòîðûõ
1+1=0. Íàèìåíüøèì òàêèì "÷èñëîâûì" ìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ
ïîëå èç äâóõ ýëåìåíòîâ F2 = {0, 1} ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

,
· 0 1
0 0 0
1 0 1

.

Ñóùåñòâóþò è ïîëÿ èç 4,8,16,. . . ýëåìåíòîâ; â êàæäîì èç íèõ 1+1=0.

Ïðè àíàëèçå óðàâíåíèÿ x2 + px + q = 0 íàäî ðàçëè÷àòü äâà
ñëó÷àÿ � áîëåå áëèçêèé ê îáû÷íîìó è ýêçîòè÷åñêèé.

Ñëó÷àé p = 0. Óðàâíåíèå x2 + q = 0 ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

x2 = q (3)

(êîãäà 2=0, ìèíóñîâ â àëãåáðå íåò...), è îíî, î÷åâèäíî, ðàçðåøèìî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q � êâàäðàò.
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Îòìåòèì, ÷òî â ïîëÿõ F2,F4,F8, . . . âñå ýëåìåíòû � êâàäðàòû (íà
òðàäèöèîííîì àëãåáðàè÷åñêîì ÿçûêå, êîíå÷íûå ïîëÿ ñîâåðøåííû).
Îäíàêî ïîëå F2(q) ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ êîýôôèöèåíòàìè â F2

íåñîâåðøåííî: q � íå êâàäðàò â í¼ì.

Çàáàâíûì ñâîéñòâîì óðàâíåíèÿ (3) â ïðåäïîëîæåíèè 2=0 ÿâ-
ëÿåòñÿ êðàòíîñòü åãî (åäèíñòâåííîãî) êîðíÿ. Ýòî ñëåäóåò èç
ëþáîãî èç òîæäåñòâ (x+Q)2 ≡ x2 +Q2 è d

dx
(x2 + q) ≡ 0.

Ñëó÷àé p 6= 0. Çàìåíà x = py ñ ïîñëåäóþùèì äåëåíèåì íà p2

ïðåâðàùàåò óðàâíåíèå (1) â y2 + y = q
p2
, òàê ÷òî â èñõîä-

íîì óðàâíåíèè ìîæíî ïîëîæèòü p = 1, òî åñòü ðàññìàòðèâàòü
óðàâíåíèå

x2 + x = q. (4)

Ýòî � ïðîñòåéøèé ñëó÷àé òàê íàçûâàåìîãî óðàâíåíèÿ Àðòèíà-
Øðàéåðà. Ìû ïðîàíàëèçèðóåì ýòî óðàâíåíèå ïîçæå, ðàçâèâ
ñîîòâåòñòâóþùóþ òåõíèêó, à ïîêà ëèøü ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî îíî íå
ðåøàåòñÿ èçâëå÷åíèåì êâàäðàòíûõ êîðíåé.

Â ñëó÷àå, êîãäà óðàâíåíèå (4) ðàçðåøèìî, îíî èìååò ðàçíûå
êîðíè {α, α + 1}. Â ýòîì æå ìîæíî óáåäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ òîæäå-
ñòâà d

dx
(x2 + x+ q) ≡ 1.

1.3. Êóáè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
Ñåé÷àñ ìû âûéäåì çà ïðåäåëû øêîëüíîé ìàòåìàòèêè. Êðàòêî
îïèñàâ îáñòàíîâêó, â êîòîðîé ðàáîòàëè èòàëüÿíñêèå àëãåáðàèñòû
XVI-ãî âåêà, ìû íå áóäåì âäàâàòüñÿ â äåòàëè ïðèîðèòåòíûõ ñïîðîâ.

1.3.0. Ïðåäûñòîðèÿ. Åù¼ äðåâíèå âàâèëîíÿíå óìåëè ðåøàòü
íåêîòîðûå êóáè÷åñêèå óðàâíåíèÿ; âî âñÿêîì ñëó÷àå, èìè áûëè

ñîñòàâëåíû òàáëèöû çíà÷åíèé n3 + n2, ïðèãîäíûå äëÿ ðåøåíèÿ
ìåòîäîì ïîäãëÿäûâàíèÿ â îòâåò. Âî ìíîãèõ äðóãèõ êóëüòóðàõ
áûëè ïîëó÷åíû ðàçíîîáðàçíûå ÷àñòíûå ðåçóëüòàòû � ñâÿçàííûå ñ
óäâîåíèåì êóáà è äðóãèå. Ïî ýòèì âîïðîñàì ñóùåñòâóåò îáøèðíàÿ
ëèòåðàòóðà; âåñüìà æèâîïèñíî, â ÷àñòíîñòè, îñâåùàåòñÿ ðàáîòà
ïîýòà-ìàòåìàòèêà Îìàðà Õàéÿìà. Ñì, íàïðèìåð, [Çåìëÿêîâ2007].

Çàâåðøàþùèé (è â íåêîòîðîì ñìûñëå îòðèöàòåëüíûé) ðåçóëüòàò
áûë ïîëó÷åí ïîñëåäíèì âûäàþùèìñÿ ìàòåìàòèêîì ñðåäíåâåêîâîé
Åâðîïû Ëåîíàðäî Ïèçàíñêèì (îê. 1175�îê. 1250), èçâåñòíûì
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òàêæå ïîä èìåíåì Ôèáîíà÷÷è. Ïðè åãî ïðåäñòàâëåíèè èìïåðàòîðó
Ôðèäðèõó Âòîðîìó ïðèäâîðíûé ìàòåìàòèê Äæîí Ïàëåðìñêèé
ïðåäëîæèë Ôèáîíà÷÷è òðè çàäà÷è9, â èõ ÷èñëå � ðåøèòü óðàâíåíèå

x3 + 2x2 + 10x = 20

(ýòî óðàâíåíèå, ñîãëàñíî [Kasir1931], áûëî çàèìñòâîâàíî ó Îìàðà
Õàéÿìà). Ëåîíàðäî äîêàçàë, ÷òî (åäèíñòâåííûé âåùåñòâåííûé)
êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ íå ìîæåò áûòü âûðàæåí â âèäå åâêëèäîâûõ
èððàöèîíàëüíîñòåé. Çàòåì îí íàø¼ë ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ñ
íåâåðîÿòíîé òî÷íîñòüþ! Ñì. [Cajori1893].

Äâà ñòîëåòèÿ ïîñëå Ôèáîíà÷÷è â Åâðîïå íå áûëî íè âûäà-
þùèõñÿ ìàòåìàòèêîâ, íè ÿðêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîñòèæåíèé.
Îäíàêî øëè ìåäëåííûå ïðîöåññû, ïîäãîòàâëèâàþùèå áóäóùèé
ðàñöâåò: óêðåïëÿëàñü ïîçèöèîííàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ, âîçíèêàëè
ïåðâûå óíèâåðñèòåòû, ïåðåâîäû àíòè÷íûõ àâòîðîâ íà ëàòûíü
ðàñïðîñòðàíÿëèñü ñðåäè îáðàçîâàííûõ ëþäåé.

1.3.1. Âîçðîæäåíèå â àëãåáðå. Â ìàòåìàòèêå âîçìîæíîñòü ïðå-
âçîéòè äðåâíèõ áûëà îñîçíàíà ïîçæå, ÷åì â ëèòåðàòóðå, æèâîïèñè
è àðõèòåêòóðå. Â ñðåäíåâåêîâûõ óíèâåðñèòåòàõ ñòóäåíòû êëÿëèñü
â ïðî÷òåíèè øåñòè (èç òðèíàäöàòè!) êíèã Åâêëèäà è "ïðîõîäèëè"
Ââåäåíèå â àðèôìåòèêó Íèêîìàõà [Íèêîìàõ2006] � âðÿä ëè
îñîáåííî âäóì÷èâî, ïîñêîëüêó â òå÷åíèå ñòîëåòèé ñîäåðæàùèåñÿ
â ýòîé êíèãå èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû10 íå àíàëèçèðîâàëèñü è íå
îáîáùàëèñü. Âèäèìî, óäîâîëüñòâèå îò ÷èñòîãî ñ÷¼òà áûëî ÷óæäî
ñðåäíåâåêîâûì åâðîïåéöàì, ñòîëêíóâøèìñÿ ñ ìàòåìàòèêîé � çà
çàìå÷àòåëüíûì èñêëþ÷åíèåì óïîìÿíóòîãî âûøå Ôèáîíà÷÷è.

Íî ñðåäíåâåêîâüå ñìåíÿëîñü âîçðîæäåíèåì, íðàâû ñìÿã÷àëèñü,

9Ïîìèìî îáñóæäàåìîé, îäíà èç îñòàâøèõñÿ äâóõ çàäà÷ ðóòèííà è îòíîñèò-
ñÿ ê ñðåäíåâåêîâîé êîììåðöèè, à äðóãàÿ � çàìå÷àòåëüíà: íàéòè òðè ðàöèî-

íàëüíûõ êâàäðàòà, îáðàçóþùèõ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ðàçíîñòüþ 5.
Èñòîðèêè ïîëàãàþò, ÷òî Ôèáîíà÷÷è, õîðîøî çíàâøèé ìàòåìàòèêó àðàáñêîãî
Âîñòîêà, âëàäåë ïåðåôîðìóëèðîâêîé ýòîãî âîïðîñà êàê çàäà÷è íàõîæäåíèÿ
ïèôàãîðîâà òðåóãîëüíèêà ñ ïëîùàäüþ 5d2, ãäå d ∈ N. Îí íàø¼ë òàêîé òðå-
óãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a = 9, b = 40, c = 41, à òðåáóåìàÿ ïðîãðåññèÿ (ïðè
d = 6) ñîñòîèò èç êâàäðàòîâ äëèí b−a

2d , c
2d ,

b+a
2d . Ïðîáëåìà êîíãðóýòíûõ ÷èñåë,

òî åñòü îïèñàíèÿ ïëîùàäåé ïèôàãîðîâûõ òðåóãîëüíèêîâ, â ðåøåíèå êîòîðîé
âí¼ñ âêëàä Ôèáîíà÷÷è (ðàçâèâøèé ñâî¼ ðåøåíèå â êíèãå [Fibonacci1225]), äî
ñèõ ïîð îòêðûòà � òî÷íåå, ðåøåíà ëèøü ïî ìîäóëþ îäíîé èç ïðîáëåì (íàøåãî)
òûñÿ÷åëåòèÿ, ãèïîòåçû Á¼ð÷à � Ñâèííåðòîíà-Äàéåðà. Ñì. [Êîáëèö1988].

10íàïðèìåð, 1 = 13, 3 + 5 = 23, 7 + 9 + 11 = 33, . . .
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ðûöàðñêèå òóðíèðû óñòóïàëè ìåñòî ìàòåìàòè÷åñêèì ñîñòÿçàíèÿì
ïðè äâîðàõ âåëüìîæ, è ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âûõîäèëè íà ïåðâûé
ïëàí. Ïîñêîëüêó êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ áûëè îáùåèçâåñòíû,
îñòðî ñòîÿë âîïðîñ î ðåøåíèè êóáè÷åñêèõ. Ïðåäûñòîðèÿ ïåðâîãî
àëãåáðàè÷åñêîãî ïðîðûâà Íîâîãî âðåìåíè çàâåðøàëàñü ïóáëè÷íî
âûðàæåííîé óáåæä¼ííîñòüþ àâòîðèòåòíîãî Ëóêè Ïà÷îëè â íåðàç-
ðåøèìîñòè ýòîé çàäà÷è � â [Ïà÷îëè1494] îí ñðàâíèë ðåøåíèÿ
êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ êâàäðàòóðîé êðóãà.

Äëÿ îïðîâåðæåíèÿ ýòîé ïåññèìèñòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïî-
òðåáîâàëîñü ìåíüøå ïîëóâåêà. Êíèãà [Cardano1545] ñîäåðæàëà
ðåøåíèå íå òîëüêî êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé, íî è óðàâíåíèé 4-é ñòå-
ïåíè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû íàçûâàþò ôîðìóëàìè Êàðäàíî,
è èì áóäåò óäåëåíî çíà÷èòåëüíîå ìåñòî â íàøåì êóðñå.

Ìû íå áóäåì êàñàòüñÿ ïðèîðèòåòíûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûì ñ îá-

ñóæäàåìûìè ðåçóëüòàòàìè � èì ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà.

Ïðèâåä¼ì ëèøü âîçðàæåíèå ïðîòèâ ðàñïðîñòðàí¼ííîé òî÷êè çðåíèÿ,

çàêëþ÷àþùåéñÿ â òîì, ÷òî íàçâàíèå ôîðìóë Êàðäàíî íåêîððåêòíî,

ïîñêîëüêó îí âûìàíèë èõ ó Òàðòàëüè11, ïîêëÿâøèñü äåðæàòü â òàéíå.

Îäíàêî íåñîìíåííàÿ çàñëóãà Êàðäàíî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí â íèõ

ðàçîáðàëñÿ è èõ îïóáëèêîâàë â çàìå÷àòåëüíîé êíèãå [Cardano1545],

îêàçàâøåé îãðîìíîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè; â ÷àñòíîñòè, òàì

áûëè âûñêàçàíû ñîîáðàæåíèÿ î êâàäðàòíûõ êîðíÿõ èç îòðèöàòåëüíûõ

÷èñåë, íà 2-3 ñòîëåòèÿ îáîãíàâøèå ñóùåñòâîâàâøèå ïîíÿòèÿ. Ýòî �

çàñëóãà ãîðàçäî áîëåå ñóùåñòâåííàÿ, ÷åì õðàíåíèå â ÷åðíîâèêàõ òàéíûõ

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü îò èñòîðèè ê ìàòåìàòèêå.

1.3.2. Îáùèé âèä êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ; óïðîùåíèå.
Êàê âñå, áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå

ax3 + bx2 + px+ q = 0, (1.3.2a)

11Òàðòàëüÿ çàêîäèðîâàë ñâîé ìåòîä â ñòèõîòâîðåíèè, îäèí èç àíãëèéñêèõ
ïåðåâîäîâ êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ ñëîâàìè
When the cube and the things together

Are equal to some discrete number,

Find two other numbers di�ering in this one. . .

Èòàëüÿíñêèé îðèãèíàë è åãî êîììåíòèðîâàííûå ïåðåâîäû ëåãêî íàéòè â ñîâðå-
ìåííîì Èíòåðíåòå.
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ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû a, b, p, q äàíû, à íåèçâåñòíîå x
íàäî íàéòè. Ïðèðîäó êîýôôèöèåíòîâ è íåèçâåñòíîé ìû ñíîâà íå
îãîâàðèâàåì, íî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñ íèìè ìîæíî ïðîèçâîäèòü âñå
÷åòûðå àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ, îáëàäàþùèå âñåìè îáû÷íûìè
ñâîéñòâàìè.

Åñëè a = 0, òî óðàâíåíèå (1.3.2a) � íå êóáè÷åñêîå, à êâàä-
ðàòíîå, ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî a 6= 0, è ïîäåëèì óðàâíåíèå
(1.3.2a) íà a. Ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå òîãî æå âèäà, íî ñ a = 1:

x3 + bx2 + px+ q = 0, (1.3.2b)

Äëÿ äàëüíåéøåãî óïðîùåíèÿ ïîäáåð¼ì ïîäõîäÿùóþ çàìåíó
âèäàx = y +m. Óðàâíåíèå (1.3.2b) ïðèìåò âèä

y3+(b+3m)y2+(p+3m2+2bm)y+ q+m3+ bm2+pm+ q. (1.3.2c)

Òåïåðü ïðèä¼òñÿ ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ.

(I) 1 + 1 + 1 6= 0. Òîãäà ìîæíî äåëèòü íà 3, è, ïîëîæèâ â
óðàâíåíèè (1.3.2c) m = − b

3
, ìû ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðå-

îáîçíà÷åíèé ïðèä¼ì ê óðàâíåíèþ (1.3.2b), â êîòîðîì b = 0, òî
åñòü

x3 + px+ q = 0 (1.3.2d)

Èìåííî ýòî óðàâíåíèå ìû áóäåì ðåøàòü.

(II) 1 + 1 + 1 = 0. Èìåþòñÿ â âèäó "÷èñëà" , â êîòîðûõ 3=0.
Íàèìåíüøèì òàêèì "÷èñëîâûì" ìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ ïîëå èç
òð¼õ ýëåìåíòîâ F3 = {0, 1, 2} ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì

+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

,

· 0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1

.

Ñóùåñòâóþò è ïîëÿ èç 9, 27, 81,. . . ýëåìåíòîâ; â êàæäîì èç íèõ
1+1+1=0.

Â òàêèõ ïîëÿõ óðàâíåíèå (1.3.2c) ïðèíèìàåò âèä

y3 + by2 + (p+ 2bm)y + q +m3 + bm2 + pm+ q = 0. (1.3.2e)

Åñëè b = 0, òî ïåðåä íàìè îïÿòü óðàâíåíèå (1.3.2d).

Åñëè æå b 6= 0, òî íèêàêîå çíà÷åíèå m íå óíè÷òîæàåò ÷ëåí ñ
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y2. Îäíàêî, åñëè 3 = 0, òî 2 6= 012, òàê ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü
m = − p

2b
, è óðàâíåíèå (1.3.2e) ïîñëå î÷åâèäíîãî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ

ïðåâðàùàåòñÿ â
y3 + by2 + r = 0. (1.3.2f)

Åñëè r = 0, òî ýòî óðàâíåíèå èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå y = 0.
Åñëè æå r 6= 0, òî äîïóñòèìà çàìåíà y = 1

z
, ïðèâîäÿùàÿ óðàâíåíèå

(1.3.2f) ê âèäó
rz3 + bz + 1 = 0, (1.3.2g)

êîòîðîå ïîñëå äåëåíèÿ íà r ñíîâà ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå
(1.3.2d).

1.3.3. Ôîðìóëà Êàðäàíî. Èòàê, ìû óáåäèëèñü, ÷òî âñå êó-
áè÷åñêèå óðàâíåíèÿ áóäóò ðåøåíû, åñëè áóäåò ðåøåíî óðàâíåíèå
(1.3.2d)

x3 + px+ q = 0 (1.3.3a)

Âîñïðîèçâåä¼ì â ñîâðåìåííûõ òåðìèíàõ ðåøåíèå èòàëüÿíñêèõ àë-
ãåáðàèñòîâ XVI-ãî âåêà. Ïîëîæèì

x = u+ v, (1.3.3b)

íåíàäîëãî îñòàâëÿÿ ñåáå ñâîáîäó â âûáîðå íîâûõ âñïîìîãàòåëüíûõ
íåèçâåñòíûõ u è v. Óðàâíåíèå (1.3.3a) ïðåâðàòèòñÿ â

u3 + v3 + (3uv + p)(u+ v) + q = 0. (1.3.3c)

Òåïåðü ðåàëèçóåì óïîìÿíóòóþ ñâîáîäó: ÷òîáû èñòðåáèòü ïðîèçâå-
äåíèå ñêîáîê â ëåâîé ÷àñòè, ïîòðåáóåì

3uv + p = 0; (1.3.3d)

óðàâíåíèå (1.3.3c) ïðèìåò âèä

u3 + v3 = −q. (1.3.3e)

Çäåñü íàì âñ¼-òàêè ïðèä¼òñÿ ïðåäïîëîæèòü, ÷òî 3 6= 0, îòëîæèâ íà
áóäóùåå ðàçáîð ýêçîòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ 3=0. Ïðèíÿòîå ïðåäïîëîæå-
íèå ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü (1.3.3d) â

uv = −p
3
, (1.3.3f)

è ìû ìîæåì ïåðåéòè ê "ñëîâåñíîé àëãåáðå"â äóõå XVI-ãî âåêà:

íàéòè äâà ÷èñëà ïî ñóììå èõ êóáîâ è èõ ïðîèçâåäåíèþ.

12èíà÷å 1 = 0, è â òàêîé ìàòåìàòèêå åñòü åäèíñòâåííîå ÷èñëî; õîòÿ â äàëü-
íåéøåì ýòà ìàòåìàòèêà áóäåò óïîìèíàòüñÿ, ñåé÷àñ ìû ñ÷èòàåì å¼ íåâîçìîæíîé
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Ïðîèçâåäåíèå ìîæíî âîçâåñòè â êóá, è çàäà÷à ñâåä¼òñÿ ê (èç-
âåñòíîé ñ ãëóáîêîé äðåâíîñòè) çàäà÷å íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ (â
äàííîì ñëó÷àå � êóáîâ âñïîìîãàòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ) ïî ñóììå è
ïðîèçâåäåíèþ.

Âåðíóâøèñü ê áóêâåííûì îáîçíà÷åíèÿì, ïîäûòîæèì íàøè
äåéñòâèÿ ñèñòåìîé 

u3 + v3 = −q (1.3.3e)

u3v3 = −p
3

27
. (1.3.3f)3

ðàâíîñèëüíîé ïîëèíîìèàëüíîìó òîæäåñòâó

(λ− u3)(λ− v3) ≡ λ2 + qλ− p3

27
. (1.3.3g)

Ôîðìàëüíî èñïîëüçóÿ çíà÷îê êóáè÷åñêîãî êîðíÿ äëÿ îïåðàöèè, îá-
ðàòíîé âîçâåäåíèþ â êóá, èç (1.3.3b) è (1.3.3g) ïîëó÷àåì ôîðìóëó
Êàðäàíî

x =
3

√
−q
2
+

√
−q

2

4
+
p3

27
+

3

√
−q
2
−
√
−q

2

4
+
p3

27
(1.3.3h)

1.3.4. Îáñóæäåíèå. Ìîæíî ëè ñêàçàòü, ÷òî, "âûâåäÿ" ôîðìóëó
Êàðäàíî, ìû ðåøèëè âñå êóáè÷åñêèå óðàâíåíèÿ?

Ïîïûòêà âäóìàòüñÿ â ýòîò âîïðîñ ïðèâîäèò ê âûâîäó î åãî íå
î÷åíü òî÷íîé ïîñòàíîâêå. Âîçíèêàþò âñòðå÷íûå çàêîííûå âîïðîñû:

• Èç êàêîãî ìíîæåñòâà áåðóòñÿ êîýôôèöèåíòû?
• Â êàêîì ìíîæåñòâå èùóòñÿ ðåøåíèÿ?
• Ñ ïîìîùüþ êàêèõ ôóíêöèé õî÷åòñÿ âûðàçèòü ðåøåíèÿ ÷åðåç
êîýôôèöèåíòû?

Â êóðñå ýòè âîïðîñû áóäóò ðàññìîòðåíû ñ ïîçèöèé "âçðîñ-
ëîé" àëãåáðû è, áóäåì íàäåÿòüñÿ, ïðîÿñíåíû.

×àñòíûé âîïðîñ, îòíîñÿùèéñÿ ê ôîðìóëå Êàðäàíî � êàêèå èç
êóáè÷åñêèõ êîðíåé áðàòü? Çäåñü òðàäèöèÿ ñ÷èòàòü âñå ÷èñëà
âåùåñòâåííûìè îêàçûâàåò ïëîõóþ óñëóãó: ñî øêîëüíîé òî÷êè
çðåíèÿ ôóíêöèÿ R → R : r 7→ 3

√
r êîððåêòíî îïðåäåëåíà, è ìîæíî

ïîïûòàòüñÿ ïðî÷èòàòü ôîðìóëó Êàðäàíî áóêâàëüíî. Èòàëüÿíöàì
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XVI-ãî âåêà ýòè ïîïûòêè äîñòàâèëè ìàññó ïðîáëåì13; ñîâðåìåííûå
æå ìàòåìàòèêè ïîíèìàþò, ÷òî "ôóíêöèÿ" r 7→ 3

√
r òð¼õçíà÷íà, òàê

÷òî ôîðìóëà Êàðäàíî (1.3.3h) çàäà¼ò äåâÿòèçíà÷íóþ "ôóíêöèþ"
(ìîãëî áû ïîêàçàòüñÿ, ÷òî äàæå 18-çíà÷íóþ èç-çà äâóçíà÷íîñòè
r 7→ 2

√
r, íî ± 2

√
... âõîäÿò â ôîðìóëó Êàðäàíî ñèììåòðè÷íî).

Â êóðñå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òðè (íàäëåæàùèì îáðàçîì ïîíè-
ìàåìûõ...) âåòâè èç ýòèõ äåâÿòè îïðåäåëÿþò íàñòîÿùèå êîðíè
óðàâíåíèÿ (1.3.3d), òàê ÷òî ôîðìóëà Êàðäàíî ïðè ïðàâèëüíûõ
îïðåäåëåíèÿõ äåéñòâóþùèõ ëèö äà¼ò âñå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ
â äîâîëüíî ñèëüíîì ñìûñëå.

1.4. Îáîáùåíèÿ
1.4.0. Ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü äàíû ïî-
ëîæèòåëüíûå íàòóðàëüíûé ÷èñëà m è n è ìíîãî÷ëåíû f1, . . . , fm
îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé. Â ýòîé ëåêöèè
ìû îáñóäèëè íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñèñòåì ïîëèíîìèàëüíûõ
óðàâíåíèé  f1(x1, . . . , xn) = 0

. . .
fm(x1, . . . , xn) = 0

Ñòåïåíüþ ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ
ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé

d := deg f1 · deg f2 · · · · · deg fm.
Â ýòîé ëåêöèè ìû ñíà÷àëà ðàññìîòðåëè ñèñòåìû ëèíåéíûõ, òî
åñòü ñ d = 1, ñèñòåì óðàâíåíèé ïðè m = n = 2 (è ÷óòü-÷óòü
ïîãîâîðèëè î ñëó÷àå m = n = 3), à çàòåì ïåðåøëè ê ïîëèíîìèàëü-
íûì óðàâíåíèÿì, òî åñòü "ñèñòåìàì" ñm = n = 1 ïðè d = 2 è d = 3.

Â êóðñå áóäóò ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíû îáùèå (òî åñòü ñ ïðî-
èçâîëüíûìè m è n) ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé; îòíîñèòåëüíî
óðàâíåíèé (m = n = 1, à d ïðîèçâîëüíî) áóäóò ïîëó÷åíû ðåçóëüòà-
òû, â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå îêîí÷àòåëüíûå.

Âðÿä ëè ñîâðåìåííàÿ àëãåáðà ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà ïîëíîå
ïîíèìàíèå ñèñòåì ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êàêèìè-òî äðóãè-
ìè íàáîðàìè (m,n, d) � çà âîçìîæíûì èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ d = 2,
êîòîðîìó ìû òîæå óäåëèì íåêîòîðîå âíèìàíèå.

13óñóãóáë¼ííûõ òðàäèöèåé ðàáîòàòü òîëüêî ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè
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1.4.1. Îá óðàâíåíèÿõ âûñøèõ ñòåïåíåé. Êàê óæå áûëî
óïîìÿíóòî, óðàâíåíèÿ ñòåïåíè 4 áûëè ðåøåíû âñêîðå ïîñëå êóáè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé, è ðåçóëüòàò îòðàæ¼í â [Cardano1545]. Èäåÿ
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Íàäî èñêàòü íå îäèí êîðåíü, à âñå ÷åòûðå, òî åñòü äëÿ îáùåãî
ìíîãî÷ëåíà 4-é ñòåïåíè ñòðåìèòüñÿ ê ðàçëîæåíèþ íà ìíîæèòåëè

x4 + ax3 + bx2 + cx+ d ≡ (x− x1)(x− x2)(x− x3)(x− x4).

Â òåðìèíàõ "÷èñåë" ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè çàäàííûõ a, b, c, d ñëåäóåò
íàéòè òàêèå x1, x2, x3, x4, ÷òî

x1 + x2 + x3 + x4 = −a
x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4 = b
x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4 = −c
x1x2x3x4 = d.

Ãëàâíûé øàã � ââåäåíèå y1 := x1x2 + x3x4,
y2 := x1x3 + x2x4,
y3 := x1x2 + x3x4;

óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà

(y − y1)(y − y2)(y − y3)

îò y ïîëèíîìèàëüíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû a, b, c, d.
Ïîñêîëüêó êóáè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìû ðåøàòü óìååì, íåêîòîðûå
êîìáèíàöèè êîðíåé x1, x2, x3, x4 òîæå ìîãóò áûòü âûðàæåíû (íà
ýòîò ðàç ñ ïîìîùüþ ðàäèêàëîâ 2-é è 3-é ñòåïåíè) ÷åðåç ýòè
êîýôôèöèåíòû. Îñòàëüíîå ñðàâíèòåëüíî íåñëîæíî.

Âñå óïîìÿíóòûå âû÷èñëåíèÿ áóäóò ïðîâåäåíû â êóðñå ïîñëå
òîãî, êàê áóäåò ðàçâèòà êîíöåïöèÿ ñèììåòðèè � â äàííîì ñëó÷àå
ðàâíîïðàâèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà.

×òî êàñàåòñÿ óðàâíåíèé ñòåïåíè ≥ 5, ñèëüíåéøèå ìàòåìàòè-
êè áåçóñïåøíî èñêàëè àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû åù¼ òðè âåêà, ïîêà
â ïåðâîé ïîëîâèíå XIX-ãî âåêà íå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòè ïî-
ïûòêè îáðå÷åíû íà ïðîâàë. Ïîñêîëüêó òåîðåìû íåñóùåñòâîâàíèÿ
òðåáóþò ãîðàçäî áîëåå òî÷íûõ ôîðìóëèðîâîê, ÷åì ïðèìåíÿþùèåñÿ
â ýòîé ëåêöèè, ìû îòêëàäûâàåì îáñóæäåíèå ýòîãî âîïðîñà.

1.4.2. Ñëó÷àé öåëûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ
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ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, è ïóñòü ðàññìàòðèâàåìûå ìíîãî÷ëåíû
èìåþò öåëûå êîýôôèöèåíòû; â êóðñå ýòî áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê

f1, . . . , fm ∈ Z[x1, . . . , xn].
Òàêèìè ñèñòåìàìè çàíèìàåòñÿ äèîôàíòîâà ãåîìåòðèÿ. Êàê ïðà-
âèëî, îñíîâíûå âîïðîñû â ýòîé íàóêå � ñóùåñòâóþò ëè ðåøåíèÿ
äàííîé ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé? Èíîãäà � ïîìèìî
î÷åâèäíûõ èëè ïî÷åìó-òî íåèíòåðåñíûõ, èíîãäà óðàâíåíèÿ çàâèñÿò
îò ïàðàìåòðîâ.

Ïðèìåð: Âåëèêàÿ òåîðåìà Ôåðìà. Ïðè íàòóðàëüíîì n > 2 íå
ñóùåñòâóåò öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

xn + yn = zn,

äëÿ êîòîðûõ xy 6= 0. Äîêàçàòåëüñòâî ïîòðåáîâàëî ñîòíè ëåò è
ñòèìóëèðîâàëî ðàçâèòèå ðàçíîîáðàçíûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè, ñì.
[Ribenboim2000].

Ïðèìåð: êîíãðóýíòíûå ÷èñëà. Êàêèå ÷èñëà � ïëîùàäè ïèôàãî-
ðîâûõ òðåóãîëüíèêîâ? Âîïðîñ â òîì, äëÿ êàêèõ S ∈ N ðàçðåøèìà
â öåëûõ ÷èñëàõ ñèñòåìà óðàâíåíèé{

a2 + b2 = c2

ab = 2S

(îáîçíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ a, b, c íåîáû÷íû â òåîðèè óðàâíåíèé, íî
òðàäèöèîííû â ãåîìåòðèè òðåóãîëüíèêà). Ïðåîáðàçîâàíèå

x =
a− c
b

S, y =
a(a− c)

b
S

(åãî ìîæíî íàéòè ñòàíäàðòíûìè ñðåäñòâàìè àëãåáðàè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè, êîòîðûå áóäóò ðàçîáðàíû â íàøåì êóðñå) ñâîäèò ýòîò âî-
ïðîñ ê êëàññè÷åñêîìó è âìåñòå ñ òåì êðàéíå ñîâðåìåííîìó: èçó÷å-
íèþ ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê íà ïëîñêîé êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì

y2 = x(x− S)(x+ S);

òðåóãîëüíèê âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî òàêîé òî÷êå ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

a =
y

x
, b =

2Sx

y
, c = −x

2 + S2

y
.

Êàê áûëî îòìå÷åíî â ïðèìå÷àíèè ê ðàññêàçó î ïîäâèãàõ Ôèáî-
íà÷÷è, ïîíèìàíèå òåîðèè ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê íà òàêèõ êðèâûõ
äîñòèãíóòî ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêîé ëèøü óñëîâíî, ïî ìîäóëþ
îäíîé èç íåðåø¼ííûõ ïðîáëåì íåäàâíî íà÷àâøåãîñÿ òûñÿ÷åëåòèÿ.
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1.4.3. Äåñÿòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà. Êàê ìû òîëüêî ÷òî
óïîìÿíóëè, ãëàâíûé âîïðîñ, ñâÿçàííûé ñ öåëî÷èñëåííûìè ñè-
ñòåìàìè ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé � èõ ñîâìåñòíîñòü, òî åñòü
íàëè÷èå õîòÿ áû îäíîãî ðåøåíèÿ (â îòëè÷èå, íàïðèìåð, îò òåîðèè
âåùåñòâåííûõ êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé, â êîòîðîé ñóùåñòâîâàíèå
êîðíåé íå âûçûâàåò ñîìíåíèé, à çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
âûðàçèòü èõ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû).

Ñðåäè çíàìåíèòûõ äâàäöàòè òð¼õ ïðîáëåì Ãèëüáåðòà (ñì.
[Áîëèáðóõ1999]) äåñÿòàÿ çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òîáû íàó÷èòüñÿ
îïðåäåëÿòü óêàçàííóþ ñîâìåñòíîñòü àëãîðèòìè÷åñêè.

Ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà ôîðìóëèðîâàëèñü â 1900 ãîäó, çà íåñêîëüêî
äåñÿòèëåòèé è äî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè àëãîðèòìîâ, è äî ðå-
àëüíûõ êîìïüþòåðîâ. Ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî Ãèëüáåðò íå
ìîã ïðåäóñìîòðåòü áóäóùåå �ðåøåíèå�: ïðîáëåìà öåëî÷èñëåííûõ
ñèñòåì ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.
Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â 1970-ì ãîäó Þ.Â. Ìàòèÿñåâè÷åì14;
ñì. [Ìàòèÿñåâè÷1993].

Àëãîðèòìè÷åñêàÿ íåðàçðåøèìîñòü öåíòðàëüíîé ïðîáëåìû äè-
îôàíòîâîé ãåîìåòðèè � ïðåæäå âñåãî, êîíå÷íî, ñâèäåòåëüñòâî
îãðîìíîé ñëîæíîñòè ýòîãî ðàçäåëà ìàòåìàòèêè. Íî èìåííî ó ýòîé
òåîðåìû íåñóùåñòâîâàíèÿ åñòü ïîðàçèòåëüíûå ïîëîæèòåëüíûå
àñïåêòû � ñì. [DMR1976]. Ñîâñåì îïèñàòåëüíî âûðàæàÿñü, Ìàòè-
ÿñåâè÷åì îáíàðóæåíà ñâîäèìîñòü âîïðîñîâ î ðàáîòå àëãîðèòìîâ ê
âîïðîñàì î ñîâìåñòíîñòè ñèñòåì öåëî÷èñëåííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Íà òåõíè÷åñêîì ÿçûêå � äîêàçàíî ñîâïàäåíèå êëàññîâ
ïåðå÷èñëèìûõ è äèîôàíòîâûõ ìíîæåñòâ.

Áëàãîäàðÿ äîñòèæåíèÿì, ñâÿçàííûì ñ 10-é ïðîáëåìîé Ãèëü-
áåðòà, ñòàòóñ äèîôàíòîâîé ãåîìåòðèè ñìåíèëñÿ: èç ÷óòü ëè íå
ðàçâëåêàòåëüíîãî15 ðàçäåëà ÷èñòîé ìàòåìàòèêè îíà ïðåâðàòèëàñü
â íå ìåíåå �ñåðü¼çíóþ� îáëàñòü, ÷åì, ñêàæåì, óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ.

Â òå÷åíèå êóðñà ìû áóäåì ðåãóëÿðíî âîçâðàùàòüñÿ ê àëãî-
ðèòìè÷åñêèì ïðîáëåìàì.

14ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ Ì. Äýâèñà, Õ. Ïàòíåì è Äæ. Ðîáèíñîí
15âàæíóþ ðîëü â ðàçâèòèè äèîôàíòîâîé ãåîìåòðèè ñûãðàëà êíèãà Áàøå äå

Ìåçèðèàêà �Ïðèÿòíûå è çàíèìàòåëüíûå çàäà÷è� [Meziriac1624]
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Çàêëþ÷åíèå

Â ýòîé ëåêöèè ìû îáñóäèëè íåñêîëüêî âèäîâ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé, à òàêæå îòäåëüíûå óðàâíåíèÿ � â îñíîâíîì ñ èñòîðè÷åñêèõ
ïîçèöèé, èíîãäà äîáàâëÿÿ ñîâðåìåííûå êîììåíòàðèè. Ìû óâèäåëè,
÷òî ñ äðåâíèõ âðåì¼í äî íàøèõ äíåé èçó÷åíèå óðàâíåíèé âíîñèò
âàæíåéøèé âêëàä â ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè.

Îäíàêî ýòà ââîäíàÿ ëåêöèÿ çàíèìàåò â êóðñå èñêëþ÷èòåëüíîå
ïîëîæåíèå è ïî ìàòåðèàëó, è ïî ñòèëþ. Íà÷èíàÿ ñî ñëåäóþùåé, ìû
áóäåì òî÷íî îïðåäåëÿòü äåéñòâóþùèå ëèöà, ââîäèòü îïðåäåëåíèÿ
è ôîðìóëèðîâàòü (à èíîãäà äîêàçûâàòü...) òåîðåìû.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû ïåðåéä¼ì ê èçó÷åíèþ ìíîæåñòâ ñî ñòðóê-
òóðàìè, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ óñòîÿâøèõñÿ ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé
ìàòåìàòèêè.

Ê óðàâíåíèÿì ìû ðåãóëÿðíî áóäåì âîçâðàùàòüñÿ, ïðè÷¼ì
îêàæåòñÿ, ÷òî ïîëó÷àåìûå ñ ñîâðåìåííûõ òî÷åê çðåíèÿ ðåçóëüòàòû
ñèëüíåå è ïîëíåå, ÷åì ðåçóëüòàòû ïåðâîïðîõîäöåâ.
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