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òåûåîéñ é õëáúáîéñ ë úáäáþáí üëúáíåîá 16 äåëáâòñ 2018 ç.

úÁÄÁÞÁ 1Á. ïÔ×ÅÔ: ÎÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÔÏÒ ËÁË Ë×ÁÄÒÁÔ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÁÒÙ ÐÒÏ-
ÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÓËÌÅÅÎÙ, Á ÄÙÒËÕ | ËÁË ËÒÕÇ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÃÅÎÔÒÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ (ÓÒ. Ó
ÕËÁÚÁÎÉÅÍ Ë ÚÁÄÁÞÅ). ôÏÇÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÔÏÒÏÎ Ë×ÁÄÒÁÔÁ | ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÊ ÒÅÔÒÁËÔ ÔÏÒÁ Ó
ÄÙÒËÏÊ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÍÕ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ. óÁÍÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÂÕËÅÔ
Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÇÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ | Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Ó Ä×ÕÍÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ, a É b;
× ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÅÔÅÌØ, ÉÄÕÝÉÈ ÐÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁ.

ëÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ × ÌÅËÃÉÑÈ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × (ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ) ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï,
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ. äÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 1 ÔÁËÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÂÕÄÅÔ aba−1b−1, Á ÄÌÑ 2
| ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ, Ô.Å. bab−1a−1.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÕÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ | ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ Ó Ä×ÕÍÑ ÏÂÒÁÚÕÀ-
ÝÉÍÉ a É b ÜÌÅÍÅÎÔÙ aba−1b−1 É bab−1a−1 ÎÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÍÎÏÇÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ×ÏÔ ÏÄÉÎ
ÉÚ ÎÉÈ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ É ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ. ôÏÇÄÁ ÔÁËÉÅ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÕÄÕÔ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ × ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ Ä×ÕÍÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a É b.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÇÒÕÐÐÕ É × ÎÅÊ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ a É b ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ aba−1b−1

É ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÇÒÕÐÐÙ GL(3;R) (ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ

×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ 3 × 3), É a =




0 0 1
1 0 0
0 1 0


, b =




2 0 0
0 1 0
0 0 1=3


. ôÏÇÄÁ aba−1b−1 =




1=6 0 0
0 2 0
0 0 3




É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, bab−1a−1 =




6 0 0
0 1=2 0
0 0 1=3


 (ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ). üÔÉ Ä×Å ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÓÏÂ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 1Â. ïÔ×ÅÔ: ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ Ñ×ÎÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ; ÅÓÌÉ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ ÅÅ ÐÒÉ-
ÄÕÍÁÔØ, ÔÏ ÐÏÓÍÏÔÒÉÔÅ ËÁÒÔÉÎËÉ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÒÁÂÏÔ, ÇÄÅ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ (ÔÁËÉÈ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÍÎÏÇÏ).

úÁÄÁÞÁ 2Á. ïÔ×ÅÔ: ËÏÍÐÁËÔÎÏ. óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÂÏÒÕ ÉÚ n ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x0; : : : ; xn ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÕÀ
ÆÕÎËÃÉÀ f ∈ C[0; 1] ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ f(k=n) = xk, Á ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [k=n; (k + 1)=n] ÆÕÎËÃÉÑ ÌÉÎÅÊÎÁ. ëÁË
ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ Rn+1 × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó
ÕÚÌÁÍÉ k=n, k = 0; : : : ; n.

ðÒÏÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁKn ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÒÁ×ÅÎ {(x0; : : : ; xn) | x0 = 0; |x1 − x0| ≤ 1=n; : : : ; |xn − xn−1| ≤
1=n}. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕÔÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ |t| ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ, Á ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅÓÔÒÏÇÉÅ) É ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ |xk| ≤ k ÄÌÑ ×ÓÅÈ k). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏ, É ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ ÅÍÕ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Kn ÔÁËÖÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 2Â. ïÔ×ÅÔ: ËÏÍÐÁËÔÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï An def= {(x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yn) | 0 ≤ x1 ≤ · · · ≤
xn = 1; |y1| ≤ x1; |y2 − y1| ≤ x2 − x1; : : : ; |yn − yn−1| ≤ xn − xn−1} ⊂ R2n; ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÏ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÍÐÁËÔÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : An → C[0; 1], ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÔÏÞËÅ
(x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yn) ∈ An ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÕÀ ÚÎÁÞÅÎÉÅ yk × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ xk É ÌÉ-
ÎÅÊÎÕÀ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [xk−1; xk]; ÚÄÅÓØ k = 1; : : : ; n. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ | ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ! (ÏÓÏÂÏÇÏ
×ÎÉÍÁÎÉÑ ÐÒÉ ÐÒÏ×ÅÒËÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ × ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅ Ä×Á ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÞÉÓÌÁ xk ÒÁ×ÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ).

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, Kn = F (An) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Kn | ËÏÍÐÁËÔ (ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ËÏÍÐÁËÔÁ).
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÎÅ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ: ÅÓÌÉ ÕÇÌÏ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÅÄÎÉÈ Ú×ÅÎØÅ× ÌÏÍÁÎÏÊ

(ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ) ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÍÅÓÔÏÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÇÏ ÉÈ ÕÚÌÁ xk ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. îÏ
ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏ ÎÅ×ÁÖÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 3 . ïÔ×ÅÔ: ÜÔÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Ó 5 ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ B \ A ÎÁ
ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ ÛÁÒÁ B ÉÚ ÃÅÎÔÒÁ ÛÁÒÁ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙËÉÎÕÔÙ 6
ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÅÅ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏÓÑÍÉ. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÐÒÏÅËÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ Ä×ÕÍÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ.

óÆÅÒÁ ÂÅÚ ÔÏÞËÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ; ÓÆÅÒÁ ÂÅÚ 6 ÔÏÞÅË | ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÅÚ 5 ÔÏÞÅË. ðÌÏÓËÏÓÔØ ÂÅÚ n
ÔÏÞÅË ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÂÕËÅÔÕ n ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!), ÏÔËÕÄÁ É ×ÙÔÅËÁÅÔ ÏÔ×ÅÔ.

1



úÁÄÁÞÁ 4. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ (ËÒÏÍÅ ÎÅÓÌÏÖÎÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ Á)) ÎÉËÔÏ ÎÅ ÒÅÛÉÌ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ
ÔÏÌØËÏ ÏÔ×ÅÔÙ É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, Á ÏÓÔÁÌØÎÏÅ (ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÊ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÔ×ÅÔÏ×) ÏÓÔÁ×ÉÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÒÁÊÎÅ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ×ÅËÔÏÒÁ e1 | Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ (ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔ). ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÔÏÞËÕ (ÓËÁÖÅÍ,
× ÓÅ×ÅÒÎÏÍ ÐÏÌÀÓÅ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÓÅ×ÅÒÎÙÊ ÐÏÌÀÓ ÐÒÑÍÕÀ `, ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë ÓÆÅÒÅ, Á
ÚÁÔÅÍ ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÐÒÑÍÕÀ ` ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÓÆÅÒÕ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ,
ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÓÅ×ÅÒÎÙÊ ÐÏÌÀÓ; ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÓÆÅÒÙ, ËÒÏÍÅ ÓÅ×ÅÒÎÏÇÏ ÐÏÌÀÓÁ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ
ÏÄÎÁ ÔÁËÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ × ÔÏÞËÅ a ÓÆÅÒÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ËÁÓÁÌÓÑ ÜÔÏÊ ÅÄÉÎ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÂÙÌ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ (ÐÏÄÕÍÁÊÔÅ,
ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ). ôÁË ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÓÆÅÒÙ, ËÒÏÍÅ ÓÅ×ÅÒÎÏÇÏ ÐÏÌÀÓÁ.
÷ ÓÅ×ÅÒÎÏÍ ÐÏÌÀÓÅ ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏÌÅ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ.

òÁÚÏÂØÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V (2; 3) ÎÁ ËÌÅÔËÉ s3ts2ts1ts0 (ÐÏ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÅ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÁÒÁ (e1; e2) ∈ s3, ÅÓÌÉ e1 ÎÅ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÓÅ×ÅÒÎÙÊ ÐÏÌÀÓ, Á e2 ÎÅ ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎ ×ÅËÔÏÒÕ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ, ÐÒÉÌÏÖÅÎÎÏÍÕ × ÔÏÞËÅ e1. åÓÌÉ ÖÅ e2 ÅÍÕ ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎ, ÔÏ ÐÁÒÁ (e1; e2) ∈ s2.
ôÅÐÅÒØ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÄÉÎ (ÉÚ Ä×ÕÈ) ×ÅËÔÏÒÏ× ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ ×ÄÏÌØ ÐÒÑÍÏÊ `. îÕÌØÍÅÒÎÁÑ
ËÌÅÔËÁ s0 ÓÏÄÅÒÖÉÔ, ËÁË É ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ | ÐÁÒÕ (e1; e2), ÇÄÅ e1 ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÓÅ×ÅÒÎÙÊ
ÐÏÌÀÓ, Á e2 | ÜÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ. ïÄÎÏÍÅÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ s1 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÐÁÒÙ (e1; e2).

1-ÏÓÔÏ× s1t s0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÐÁÒ (e1; e2), ÇÄÅ e1 ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÓÅ×ÅÒÎÙÊ ÐÏÌÀÓ, | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, 1-ÏÓÔÏ×
ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ 1-ÏÓÔÏ× ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÅÎ, ÓÁÍÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÏÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ (ÔÁËÁÑ
ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÙÌÁ × ÌÅËÃÉÑÈ).

ïÔ×ÅÔ × ÐÕÎËÔÅ Â): �1(V (2; 3)) = Z=2Z (ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÉ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × ÐÕÎËÔÅ ×) | (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ) ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ Z→ Z=2Z.

úÁÄÁÞÁ 5. îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ:

ìÅÍÍÁ. ìÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ Zn ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ Zk ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k ≤ n. éÎÄÅËÓ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ (Ô.Å.
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×) ËÏÎÅÞÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ k = n.

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ H, ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ
Ë G ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ab = ba ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÁÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a; b ∈ G. éÌÉ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, H Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ-
ÇÒÕÐÐÏÊ G ÐÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ N ⊂ G, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ×ÓÅÍÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ
[a; b] def= aba−1b−1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ a; b ∈ G. çÒÕÐÐÁ N ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÏÍ G.

ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÓÆÅÒÙ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ 2g ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a1; b1; : : : ; ag; bg Ó
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ [a1; b1] : : : [ag; bg] = 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÅ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÕ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÔÅÍÉ
ÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÂÅÚÏ ×ÓÑËÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (ËÒÏÍÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ) É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Z2g.

ðÕÎËÔ Á. åÓÌÉ p : Mg →M1 | ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ G = �1(Mg) ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ �1(M1) = Z2, ÔÏ
ÅÓÔØ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ, ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Z ÉÌÉ Z2. îÏ ÔÏÇÄÁ É ÆÁËÔÏÒ G ÐÏ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÕ
ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÔÁËÉÍ ÖÅ, ÞÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ g = 1.

ðÕÎËÔ Â. ðÕÓÔØ p : M1 → Mg | ÎÁËÒÙÔÉÅ. ðÒÏÏÂÒÁÚ p−1(b) ⊂ M1 ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ Mg ÄÉÓËÒÅÔÅÎ, Á
ÐÏÓËÏÌØËÕ M1 ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÏÎ ËÏÎÅÞÅÎ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁËÒÙÔÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÌÉÓÔÎÏÅ, É ÇÒÕÐÐÁ G = �1(Mg)
ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ (ÒÁ×ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÕ ÌÉÓÔÏ× ÎÁËÒÙÔÉÑ), ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ �1(M1) =
Z2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÆÁËÔÏÒÏ× ÐÏ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÕ: ÆÁËÔÏÒ G ÐÏ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÕ,
ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ Z2g, ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÁËÔÏÒÕ Z2 ÐÏ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÕ,
Ô.Å. ÓÁÍÏÊ Z2. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ, ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ g = 1.

ðÕÎËÔ ×. ôÒÅÈÌÉÓÔÎÙÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÔÏÒÁ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍ H ÉÎ-
ÄÅËÓÁ 3 × ÇÒÕÐÐÅ �1(T2) = Z2. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ, ËÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÓÁÍÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Z2 É ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ
Ä×ÕÍÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (p; q); (r; s) ∈ Z2. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÕÎËÔÕ Á), ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï | Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÔÏÒ. îÅ-
ÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!), ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ

(
p r
q s

)
ÒÁ×ÅÎ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ, ÉÎÄÅËÓÕ

ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ, Ô.Å. ±3. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ × ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ÎÁ −1, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ 3.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ Z2 ÉÍÅÅÔ ÉÎÄÅËÓ 3, ÉÍÅÅÍ 3v ∈ H ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ Z2. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
(3; 0) ∈ H, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ H ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (p+3k; q); (r+3`; s) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ k; ` ∈ Z.
éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ (p; q); (r; s),
ÇÄÅ p; r ∈ {0; 1; 2}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ.

1) p = r = 0 | ÔÁËÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ Z2. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ (3; 0) ÓÁÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ × H. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ 3, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ q = s = 1 | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ
(3; 0) É (0; 1).



2) p = 0; r = 1. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ 3, ÐÏÌÕÞÁÅÍ s = 3. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ
ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ q ∈ {0; 1; 2}, É ÜÔÏ ÔÒÉ ÒÁÚÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÅÓÌÉ ÎÁÏÂÏÒÏÔ:
p = 1, r = 0.

3) p = 0; r = 2. ôÁËÏÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ: ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2 É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙÍ 3.
4) p = r = 1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ p = 0, r = 1.
5) p = 2, r = 1 ÉÌÉ ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ p = 0, r = 1.
6) p = 2, r = 2. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ p = 0; r = 2, Ô.Å. ÔÏÖÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ 4 ÎÁËÒÙÔÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍ H ⊂ Z2, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ
{(3; 0); (0; 1)}, {(1; 0); (0; 3)}, {(1; 1); (0; 3)} É {(1; 2); (0; 3)}.
ðÕÎËÔ Ç . îÁËÒÙ×ÁÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÒÅÈÌÉÓÔÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÂÕËÅÔÁ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ
ÓÏÂÏÊ ÇÒÁÆ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ 3 ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ 4 É 6 ÒÅÂÅÒ (ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÅÔÌÑÍÉ, Á ÍÏÇÕÔ É ÎÅ
ÂÙÔØ). íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ a ÔÅ ÒÅÂÒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ × ÐÅÒ×ÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÂÕËÅÔÁ, b |
×Ï ×ÔÏÒÕÀ; Ë ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÐÒÉÍÙËÁÅÔ Ä×Á ËÏÎÃÁ a-ÒÅÂÅÒ É Ä×Á ËÏÎÃÁ b-ÒÅÂÅÒ (ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÔÁË ÕÓÔÒÏÅÎÁ
×ÅÒÛÉÎÁ ÂÕËÅÔÁ, Á ÎÁËÒÙÔÉÅ | ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ). íÙ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÔÏÌØËÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÓÏ Ó×ÑÚÎÙÍ
ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ; ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ Ó ÎÅÓ×ÑÚÎÙÍÉ | ÌÅÇËÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. îÅÓÌÏÖÎÙÊ ÐÅÒÅÂÏÒ ÄÁÅÔ
4 ÎÁËÒÙÔÉÑ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÎÉÖÅ, ÐÌÀÓ ÅÝÅ 2 ÎÁËÒÙÔÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ, ÅÓÌÉ ÐÏÍÅÎÑÔØ
ÍÅÓÔÁÍÉ ÍÅÔËÉ a É b (ÔÒÅÔØÅ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÐÒÉ ÜÔÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ × ÓÅÂÑ).

îÁËÒÙÔÉÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × ÂÁÚÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÔÌÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÄÎÉ-
ÍÁÅÔÓÑ × ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÁË × ×ÉÄÅ ÐÅÔÌÉ, ÔÁË É × ×ÉÄÅ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÕÔÉ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÅ É ÔÒÅÔØÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÏÂÍÅÎÏÍ
ÍÅÔÏË a É b. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÎÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙ, Ô.Ë. ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÍÅÔËÁ ÓÔÏÉÔ × ÎÉÈ ËÁË ÎÁ ÐÅÔÌÅ, ÔÁË É
ÎÁ ÏÂÙÞÎÏÍ ÒÅÂÒÅ.
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ðÕÎËÔ Ä. ÷ ÔÏÍ ×ÉÄÅ, ËÁË ÏÎ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎ, ÐÕÎËÔ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ (ÐÒÏÓÔÉÔÅ ÚÁ ÏÛÉÂËÕ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×-
ËÅ. . . ), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØ É ÍÅÒÉÄÉÁÎ ÔÏÒÁ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÔÁË ÖÅ ËÁË ÇÒÕÐÐÁ Z2 ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ
ÒÁÚÎÙÅ ÐÁÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ). ÷ÙÂÉÒÁÑ ÒÁÚÎÙÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ É ÍÅÒÉÄÉÁÎÙ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÒÉÓÕÎËÉ. ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÜÔÏÔ ÐÕÎËÔ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÒÅÛÉÌ, ÍÙ ÏÓÔÁ×ÉÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ, ËÁËÉÅ ÉÍÅÎÎÏ
ÒÉÓÕÎËÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ËÁËÉÈ ÉÍÅÎÎÏ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÔÏÒÁ.


