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10. õúìù é ðòïþåå

úÁÄÁÞÁ 1. Á) ðÕÓÔØ S3 def= (z; w) ∈ C2 | |z|2 + |w|2 = 1 | ÔÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ. Â) òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ 8 ÌÉÓÔËÁ
2, ÅÓÌÉ ×Ù ÎÅ ÓÄÅÌÁÌÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁÎØÛÅ: ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q+

def= {(z; w) ∈ S3 | |z| ≥ |w|} É Q− def=
{(z; w) ∈ S3 | |w| ≥ |z|} ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÑÍD×S1 (ÄÅËÁÒÔÏ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÒÕÇÁD ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ),
Á Q def= Q+ ∩ Q− ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍÕ ÔÏÒÕ S1 × S1. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÀ,
ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ ×ÌÏÖÅÎÎÏÍÕ × R3, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÀ ÂÅÚ ÏÄÎÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÉ. Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÑ É ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÑ ÂÅÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ (×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÉÌÉ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ
Z. ëÁËÁÑ ÐÅÔÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÕ 1?
úÁÄÁÞÁ 2*. n-ÍÅÒÎÙÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M ÔÁËÏÅ,
ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ M ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ M , a ∈ U , ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ n-
ÍÅÒÎÏÍÕ ÛÁÒÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M | ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÂÒÁÚÉÅ, ÇÄÅ n ≥ 3,
ÔÏ �1(M \ {a}) = �1(M).

úÁÄÁÞÁ 3. Á) ðÕÓÔØ A def= {(x; y; 0) ∈ R3 | x2 +y2 = 1} | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �1(R3 \A) = Z. Â) ðÕÓÔØ
B def= {(x; y; 0) ∈ R3 | (x− 2)2 + y2 = 1} | ÄÒÕÇÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �1(R3 \ (A ∪ B)) | Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ
ÇÒÕÐÐÁ Ó Ä×ÕÍÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ. ×) ðÕÓÔØ C def= {(x; 0; z) ∈ R3 | (x − 1)2 + z2 = 1} | ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �1(R3 \ (A ∪ C)) = Z2.
õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R3 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S3 ÂÅÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ (∞). äÏÂÁ×ØÔÅ ÔÏÞËÕ ∞ Ë
ÉÚÕÞÁÅÍÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ (R3\A É Ô.Ð.) É ×ÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÚÁÄÁÞ 1 É 2*. ÷ ÚÁÄÁÞÅ 3Â ÄÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ R3 ∪ {∞} \ (A ∪B) ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÂÕËÅÔÕ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.
úÁÄÁÞÁ 4. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Xn ⊂ (R2)n ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× (a1; : : : ; an) ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ;
Yn = Xn=Sn, ÇÄÅ ÇÒÕÐÐÁ Sn ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÔÏÞÅË. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X2 É Y2 ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ Xn → Yn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ
ÎÁËÒÙÔÉÅÍ. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �1(Yn) (ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ËÏÓ ÉÚ n ÎÉÔÅÊ) ÐÒÉ n > 2 ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.
õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÐÕÎËÔÕ 4Â). îÁËÒÙÔÉÅ p : E → B Ó ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍÉ E É B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ
ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ p∗(�1(E)) × ÇÒÕÐÐÅ �1(B) ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.
úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ A ⊂ C2 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (p; q) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ P (t) =
t3 + pt + q ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË××ÁÌÅÎÔÎÏ ÐÒÏcÔÒÁÎÓÔ×Õ Y3 ÉÚ
ÚÁÄÁÞÉ 4. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ {(z; w) ∈ C2 | z2 6= w3}.

ðÕÓÔØ T2 = S1 × S1 | Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÔÏÒ, Á p : R2 → T2 | ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ. îÁÚÏ×ÅÍ (n; k)-
ÏÂÍÏÔËÏÊ ÔÏÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {p(nt; kt) | t ∈ R} ⊂ T2, ÇÄÅ n; k ∈ Z. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f : T2 → Q | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ,
ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ × ÚÁÄÁÞÅ 1Â, Á T ⊂ S3 | ÏÂÒÁÚ (3; 2)-ÏÂÍÏÔËÉ ÔÏÒÁ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f . ôÏÇÄÁ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÕÚÌÏÍ \ÔÒÉÌÉÓÔÎÉË".
úÁÄÁÞÁ 6. Á) îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÕÚÅÌ \ÔÒÉÌÉÓÔÎÉË". Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (n; k)-ÏÂÍÏÔËÁ ÔÏÒÁ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ n É k ÇÏÍÅÏ-
ÍÏÒÆÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ S3 \T (ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÀ Ë ÕÚÌÕ \ÔÒÉÌÉÓÔ-
ÎÉË").

ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, S1 = [0; 1]=(0 ∼ 1); ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : S1 → X (ÇÄÅ X | ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï)
ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : [0; 1] → X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(0) = f(1). üÔÏ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÇÌÁÄËÏÍ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ S1 → R3, Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É Ô.Ð.

îÁÚÏ×ÅÍ ÕÚÌÏÍ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 
 : S1 → R3, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ 
′(t) 6= 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ∈ [0; 1] É 
(t) 6= 
(s) ÐÒÉ
×ÓÅÈ t; s ∈ S1, t 6= s. éÚÏÔÏÐÉÅÊ ÕÚÌÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : S1 × [0; 1] → R3 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ
ÌÀÂÏÍ s ∈ [0; 1] ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ t 7→ F (t; s) | ÕÚÅÌ.
úÁÄÁÞÁ 7*. Á) ðÕÓÔØ 
1; 
2 | ÕÚÌÙ, ÇÄÅ 
1 | ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S1 ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ A ÉÚ
ÚÁÄÁÞÉ 3Á, Á 
2 | ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S1 ÎÁ ÕÚÅÌ \ÔÒÉÌÉÓÔÎÉË" ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 6Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÕÚÌÙ 
1 É 
2 ÎÅ ÉÚÏÔÏÐÎÙ. Â) ðÕÓÔØ 
3, 
4 | ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ S1 ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ B É C
ÉÚ ÚÁÄÁÞ 3Â É 3×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÚÌÙ 
3 É 
4 ÎÅ ÉÚÏÔÏÐÎÙ × ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ R3 \A.

ðÕÓÔØ 
 : [0; 1] → R2 | ÐÅÔÌÑ, Ô.Å. ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 
(0) = 
(1), É ÐÕÓÔØ a ∈ R2 \

([0; 1]). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 'a : [0; 1] → S1 def= {v ∈ R2 | |v| = 1} ÆÏÒÍÕÌÏÊ 'a(t) = (a− 
(t))= |a− 
(t)|;

1



ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÏ ÐÅÔÌÑ ('a(0) = 'a(1)). îÁÚÏ×ÅÍ ÉÎÄÅËÓ ÐÅÔÌÉ 'a ÉÎÄÅËÓÏÍ ÔÏÞËÉ a ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÔÌÉ 
 É
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ind
(a).
úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ a 7→ ind
(a) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ
ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R2 \ 
([0; 1]). Á) ðÕÓÔØ � : [0; 1] → R2 | ËÒÉ×ÁÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �(1) − −�(0),
É �(t) 6= (0; 0) ÐÒÉ ×ÓÅÈ t. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 
 = � · (−�), ÇÄÅ ×ÔÏÒÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÚÁÄÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
t 7→ −�(t). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ind
(0) ÎÅÞÅÔÅÎ. Â) ðÕÓÔØ � : [0;+∞) → R2 | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ
�(0) = 0 É limt→+∞ |�(t)| = ∞. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(t) ∈ 
([0; 1]) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t > 0. ×) ðÕÓÔØ � : [0; 1] → S2

| ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �(0) = −�(1), É ÐÕÓÔØ 
 = � · (−�), ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 8Â. ðÕÓÔØ � : [0; 1] → S2

| ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �(1) = −�(0). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �([0; 1]) ∩ 
([0; 1]) 6= ∅.


