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8. æõîäáíåîôáìøîáñ çòõððá é ïôïâòáöåîéñ

úÁÄÁÞÁ 1 (ÓÒ. ÚÁÄÁÞÕ 1 ÌÉÓÔËÁ 6). Á) ãÉÌÉÎÄÒ C | Ë×ÁÄÒÁÔ [0; 1]2, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓËÌÅÅÎÙ ÔÏÞËÉ (0; y) ∼ (1; y)
ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 ≤ y ≤ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ [0; 1] × S1 É ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ S1. Â) îÁÐÏ-
ÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÌÅÎÔÏÊ íÅÂÉÕÓÁ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔ [0; 1]2, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓËÌÅÅÎÙ ÔÏÞËÉ (0; y) ∼ (1; 1 − y) ÄÌÑ
×ÓÅÈ 0 ≤ y ≤ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ S1. ×) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : C → M ÚÁÄÁÅÔÓÑ

ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ f(x; y) =
{

(2x; y); 0 ≤ x ≤ 1=2;
(2x− 1; 1− y); 1=2 ≤ x ≤ 1: . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ É ÏÐÉÛÉÔÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÇÒÕÐÐ f∗ : �1(C; b) → �1(M; f(b)), ÇÄÅ b = (0; 0). Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉÃÁ @M ÌÅÎÔÙ
íÅÂÉÕÓÁ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ S1, Á ÇÒÁÎÉÃÁ @C ÃÉÌÉÎÄÒÁ | ÎÅÓ×ÑÚÎÏÍÕ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ S1 t S1. ïÐÉÛÉÔÅ ÇÏÍÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍÙ ÇÒÕÐÐ �∗ : �1(@C; b) → �1(C; b) É �∗ : �1(@M; b) → �1(M; b), ÇÄÅ � : @C → C É � : @M → M |
ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ (ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÇÒÁÎÉÃÙ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÎÁ ÓÁÍÁ, ÎÏ ÕÖÅ ËÁË ÔÏÞËÁ C ÉÌÉ M);
b = (0; 0) × ÏÂÏÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ. Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ @M ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÔÒÁËÔÏÍ M: ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : M →M ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ f(M) = @M É f(x) = x ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ @M. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ C?
úÁÄÁÞÁ 2. Á) òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÉ 6Â É 6× ÌÉÓÔËÁ 2, ÅÓÌÉ ×Ù ÎÅ ÓÄÅÌÁÌÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁÎØÛÅ. Â) ðÕÓÔØ 
 : [0; 1] → RP 2

ÚÁÄÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ 
(t) = (2t − 1; 0) (× ÍÏÄÅÌÉ ÚÁÄÁÞÉ 2-6Â). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ '0
def= 
 · 
 Ó

ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ × ÔÏÞËÅ b = (−1; 0) ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁ (ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ, Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ, ËÒÉ×ÏÊ '1(t) ≡ b).
×) ðÕÓÔØ p : S2 → RP 2 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓËÌÅÊËÉ (ÓÒ. ÚÁÄÁÞÕ 2-6×). îÁÊÄÉÔÅ ÐÏÄÎÑÔÉÑ ËÒÉ×ÙÈ 
 É '0, Ô.Å.
ÔÁËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ � : [0; 1] → S2 É �0 : [0; 1] → S2, ÞÔÏ p ◦ � = 
 É p ◦ �0 = '0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
úÁÄÁÞÁ 3. Á) òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ 2 ÌÉÓÔËÁ 2 (ÐÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ), ÅÓÌÉ ×Ù ÎÅ ÓÄÅÌÁÌÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁÎØÛÅ. Â) ðÕÓÔØ
b def= (0; 0) ∈ T2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ x; y ∈ �1(T2; b) ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ËÒÉ×ÙÈ �; � : [0; 1] → T2, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ
(×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÔÏÒÁ) �(t) = (t; 0) É �(t) = (0; t). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ xy = yx × ÇÒÕÐÐÅ �1(T2; b). óÒÁ×ÎÉÔÅ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ 4 ÌÉÓÔËÁ 7. ×) îÁÊÄÉÔÅ f∗(x) É f∗(y), ÇÄÅ f : T2 → T2 ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(u; v) =
(1− u; 1− v).
úÁÄÁÞÁ 4. îÁÐÏÍÎÉÍ (ÚÁÄÁÞÁ 6Ä ÌÉÓÔËÁ 2), ÞÔÏ ÂÕÔÙÌËÏÊ ëÌÅÊÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔ K = [0; 1]2, × ËÏÔÏÒÏÍ
ÓËÌÅÅÎÙ ÔÏÞËÉ (0; y) ∼ (1; 1 − y) ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 ≤ y ≤ 1 É ÔÏÞËÉ (x; 0) ∼ (x; 1) ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 ≤ x ≤ 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
b = (0; 0) ∈ K. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÇÒÕÐÐÅ �1(K; b) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ zw = w−1z, ÇÄÅ z É w |
ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ËÒÉ×ÙÈ �; ! : [0; 1] → K, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ �(t) = (t; 0) É !(t) = (0; t) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
Â) îÁÊÄÉÔÅ f∗(z) É f∗(w), ÇÄÅ f : K → K ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(u; v) = (1− u; 1− v). ×) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h : T2 →
K ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ h(u; v) =

{
(2u; v); 0 ≤ u ≤ 1=2;
(2u− 1; 1− v); 1=2 ≤ u ≤ 1: . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ h ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ É ×ÙÒÁÚÉÔÅ

ÜÌÅÍÅÎÔÙ h∗(x); h∗(y) ∈ �1(K; b), ÇÄÅ x; y ∈ �1(T2) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ × ÚÁÄÁÞÅ 3Â, ÞÅÒÅÚ z É w. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ h∗(x),
h∗(y) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ × ÇÒÕÐÐÅ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ z, w ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÉÎÄÅËÓÁ 2.
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