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1. ôåïòåíá âòáõüòá é óíåöîùå ÷ïðòïóù

úÁÄÁÞÁ 1 (×ÁÒÉÁÃÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÁÕÜÒÁ). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → X ÂÅÚ ÎÅÐÏ-
Ä×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÅÓÌÉ X ÜÔÏ Á) ÏÔÒÅÚÏË [0; 1]? Â) ËÒÕÇ ÂÅÚ ÇÒÁÎÉÃÙ: {(x; y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1}? ×) ËÏÌØ-
ÃÏ {(x; y) ∈ R2 | 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4}? Ç) ËÒÕÇ Ó Ä×ÕÍÑ ÄÙÒËÁÍÉ (ËÒÕÇ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÒÅÚÁÎÙ Ä×Á ÎÅÐÅ-
ÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÒÕÇÁ)? Ä) ÓÆÅÒÁ {(x; y; z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1} É (ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ) n-ÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ
{(x0; : : : ; xn) ∈ Rn+1 | x2

0 + · · · + x2
n = 1}? Å) ÔÏÒ (ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÂÕÂÌÉËÁ)? Ö) ÔÏÒ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÒÅÚÁÎÁ

ËÒÕÇÌÁÑ ÄÙÒËÁ (ÇÒÁÎÉÃÁ ÏÓÔÁÌÁÓØ)?
÷ ÚÁÄÁÞÁÈ 2{3 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁÂÁ×ÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ËÁË \ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÉÞÅÓÙ×ÁÎÉÉ

ÅÖÁ".
îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ (k) : [0; 2�] → R2\{(0; 0)} | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (k)(t) = (cos kt; sin kt);

ÚÄÅÓØ k ∈ Z. óÞÉÔÁÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÙÅ (k) Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ k ÎÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ (ËÁË ÚÁÍËÎÕÔÙÅ
ËÒÉ×ÙÅ × R2 \ {(0; 0)}).
úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ V | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÂÅÚ ÎÕÌÅÊ ÎÁ ËÒÕÇÅ 
 = {(x; y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1}. ðÕÓÔØ 0 ≤ s ≤ 1 É
�s : [0; 2�] → R2 \ {(0; 0)} | ËÒÉ×ÁÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �s(t) = V (s cos t; s sin t). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÒÉ×ÙÅ
�s ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É ËÒÉ×ÏÊ (0).
úÁÄÁÞÁ 3. Á) ðÕÓÔØ V | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S2 = {(x; y; z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÅ ÎÕÌÅÊ
× ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÅ ÓÆÅÒÙ (Ô.Å. ÐÒÉ z ≥ 0; ÜÔÏ ÐÒÉÞÅÓÙ×ÁÎÉÅ ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ ÅÖÁ). ðÕÓÔØ '(t) ∈ ! | ÕÇÏÌ,
ÏÂÒÁÚÕÅÍÙÊ ×ÅËÔÏÒÏÍ V (x; y; 0) É ×ÅËÔÏÒÏÍ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ Ë ÜË×ÁÔÏÒÕ z = 0, × ÔÏÞËÅ x = cos t; y = sin t; z = 0;
! ⊂ R2 | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ ' : [0; 2�] → ! ⊂
R2 \ {(0; 0)} ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ËÒÉ×ÏÊ (1). Â) ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ V ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅÊ ÔÁËÖÅ É × ÎÉÖÎÅÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÅ ÓÆÅÒÙ (ÐÒÉ
z ≤ 0; ÜÔÏ ÐÒÉÞÅÓÙ×ÁÎÉÅ ×ÓÅÇÏ ÅÖÁ), É  | ËÒÉ×ÁÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ', ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÄÌÑ ÎÉÖÎÅÇÏ ÐÏÌÕÛÁÒÉÑ. ëÁË
Ó×ÑÚÁÎÙ ËÒÉ×ÙÅ ' É  ? ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ V , ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÎÕÌÅÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
(ÅÖ ÎÅ ÐÒÉÞÅÓÙ×ÁÅÔÓÑ | × ÜÔÏÍ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÅÏÒÅÍÁ).
úÁÄÁÞÁ 4 (×ÁÒÉÁÃÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÉÞÅÓÙ×ÁÎÉÉ ÅÖÁ). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ \ÅÖÅ" X ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ
×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÂÅÚ ÎÕÌÅÊ (\ÐÒÉÞÅÓÙ×ÁÎÉÅ"), ÅÓÌÉ \ÅÖ"X ÜÔÏ Á) ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ? Â) ×) ÔÏÒ (ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÂÕÂÌÉËÁ)?
Ç) ÔÏÒ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÒÅÚÁÎÁ ËÒÕÇÌÁÑ ÄÙÒËÁ (ÇÒÁÎÉÃÁ ÏÓÔÁÌÁÓØ)? Ä) ÔÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ {(x; y; z; w) ∈ R4 |
x2 +y2 +z2 +w2 = 1}? Å) ÌÅÎÔÁ íÅÂÉÕÓÁ? (ÌÅÎÔÁ íÅÂÉÕÓÁ ÜÔÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, Ä×Å ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓËÌÅÅÎÙ \Ó ÐÅÒÅËÒÕÔËÏÊ") Ö) ËÒÅÎÄÅÌØ? (ËÒÅÎÄÅÌØ ÍÏÖÎÏ ÓÅÂÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË Ä×Á ÔÏÒÁ Ó ÄÙÒËÏÊ
ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 4Ç, ÓËÌÅÅÎÎÙÅ ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÁÍ ÄÙÒÏË).
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