
îíõ, ïóåîø 2018 ç. ôïðïìïçéñ-1

ìåëãéñ 13

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ
ÇÒÕÐÐÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

úÄÅÓØ ÍÙ, × ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÕÒÓÁ, ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ä×ÕÈ ÔÅÏÒÅÍ ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 12.
ðÕÓÔØ B2

def= {(x; y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1} | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ; ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÁ @B2 = S1 |
ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ !r ⊂ B2 | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ r, ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ @B2 ×
ÔÏÞËÅ (1; 0); ÚÄÅÓØ 0 ≤ r ≤ 1, ÔÁË ÞÔÏ !r ⊂ B2. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ �r : [0; 1] → !r | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÌÅËÃÉÉ 12; ÐÒÉ ÜÔÏÍ �r(0) = �r(1) = (1; 0) (Á × ÏÓÔÁÌØÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �r
×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ).

ðÕÓÔØ X | ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, b ∈ X, Á F : B2 → X | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ F (1; 0) = b. ôÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ r def= F ◦ �r ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅ ÐÅÔÅÌØ |
ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ ÐÅÔÌÀ 1

def= F ◦ �1 Ó ÐÅÔÌÅÊ 0(t) ≡ b, ÓÔÏÑÝÅÊ × ÔÏÞËÅ
b. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅ ÐÅÔÅÌØ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 2 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 12, ÇÒÕÐÐÁ �1(X; b)
ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �1(sk2(X); b). ðÏÜÔÏÍÕ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = sk2(X), Ô.Å. ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ÔÏÌØËÏ ÎÕÌØÍÅÒÎÙÅ, ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ É Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ËÌÅÔËÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ � def= �1 : sk1(X) → X (ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ
×ÌÏÖÅÎÉÅ).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ u� = �(2)
�

∣∣∣
@B2

ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �(2)
� : B2 → X. éÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÐÅÒÅÄ ÄÏËÁÚÁ-

ÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ u� ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ (Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ × ÔÏÞËÕ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÓÅ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ u� ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÑÄÒÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �∗.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ u ∈ Ker �∗, É ÐÕÓÔØ  : [0; 1] → sk1(X) | ÐÅÔÌÑ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÌÁÓÓ u; (0) = (1) =
b. ðÅÔÌÑ  ÓÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÕ b Ó ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÏÍÕ ÖÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : B2 → sk2(X), ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó  ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ @B2 ⊂ B2.

ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ËÁÖÄÕÀ ËÌÅÔËÕ e(2)
� Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÒÕÇÏÍ 
� ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ÷ ËÁÖÄÏÍ ËÒÕÇÅ 
� (Ô.Å. × ËÌÅÔËÅ e(2)
� ) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÒÕÇÉ 
1;� ⊂ · · · ⊂ 
4;�

ÒÁÄÉÕÓÏ× 1=5; : : : ; 4=5 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ËÒÕÇ B2 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÅÌËÏ, Ô.Å. ÒÁÚÏÂØÅÍ ÅÇÏ ÎÁ
ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÈ) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× �1; : : : ;�N ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÉÁÍÅÔÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �(�i) ⊂ ÍÅÎØÛÅ
1=5 (ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ?). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �(�i) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ë ËÒÕÇÏÍ 
4;� , ÔÏ ÏÎÏ ÃÅÌÉËÏÍ
ÌÅÖÉÔ × ËÌÅÔËÅ 
� .

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ K def= ⋃{�i ⊂ B2 | ∃� �(�i)∩
4;� 6= ∅} ⊂ B2; ÉÎÄÅËÓ � ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �i ⊂ K ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÒÕÇÉ 
4;� ⊂ 
� ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ � ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ðÕÓÔØ �′ : K → X | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó � × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× �i É ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ �i (ÐÏÓËÏÌØËÕ �i ⊂ B2 ⊂ R2

É �(�i) ⊂ 
� ⊂ R2, ÐÏÎÑÔÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÄÅÓØ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ!). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �′ ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ �,
ÐÒÉÞÅÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ: �t def= t�′ + (1− t)� (ÜÔÏ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ
ÐÒÉÞÉÎÅ, ÞÔÏ É ËÕÓÏÞÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ �′).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �′′ : B2 → X, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ 
� ÆÏÒÍÕÌÏÊ

�′′(x) =





�′(x); x ∈ 
2;� ;
�3−5|x|(x); x ∈ 
3;� \ 
2;� ;
�(x); x ∈ 
� \ 
3;�

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, �′′ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ É ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó � (ÔÏ ÅÓÔØ Ó ) ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÒÕÇÁ B2. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ �′′ ÜÔÏ ÔÁËÖÅ
ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅ ÐÅÔÌÉ  × ÔÏÞËÕ; × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ �.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �� ⊂ 
1;� ËÒÕÇ, ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÉÊ × �(�i) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ i (Ô.Å. ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊÓÑ Ó ÏÂÒÁÚÁÍÉ
ÒÅÂÅÒ É ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ � ËÒÕÇÁ B2). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ R�;t : 
� → 
� | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
R�;0 = id, R�;t(x) = x ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ @
� É R�;1(��) = 
� . äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ x ∈ B2 ÐÕÓÔØ � ÔÁËÏ×, ÞÔÏ
�(x) ∈ 
� ; ÅÓÌÉ �(x) =∈ sk1(X), ÔÏ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �t(x) = R�;t(�(x));
ÅÓÌÉ ÖÅ �(x) ∈ sk1(X), ÔÏ �t(x) def= x | ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÏ ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
�′1 ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó � (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ Ó ) ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ B2 É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ËÁË É �, ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅÍ ËÒÉ×ÏÊ  × ÔÏÞËÕ.

1



ðÒÏÏÂÒÁÚ �−1(��) ⊂ �i ⊂ B2 ÜÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÒÕÇÁ ÐÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ, Ô.Å. ÏÂÌÁÓÔØ E� , ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-
ÎÁÑ ÜÌÌÉÐÓÏÍ. ôÏÇÄÁ �1(E�) = 
� , É �1(x) ∈ sk1(X), ÅÓÌÉ x =∈ ⋃

� E� . ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �1
ÏÐÑÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ �.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ×ÅÓØ ËÒÕÇ B2, ËÒÏÍÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ
E1; : : : ; EN , × sk1(X), ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÒÕÇÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó , Á ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÁÖÄÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ E� ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó �(2)

� .
óÏÅÄÉÎÉÍ ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ b ∈ @B2 ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÕÔÅÊ s1: : : : ; sN Ó ÇÒÁÎÉÃÁÍÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ
E1; : : : ; EN . çÒÁÎÉÃÁ ËÒÕÇÁ B2 ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ, × B2 \ (E1 ∪ · · · ∪ EN ), ËÒÉ×ÏÊ (s1 · �1 · s−1

1 ) · · · · · (sN · �N · s−1
N ),

ÇÄÅ �i | ÏÂÈÏÄ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÂÌÁÓÔÉ Ei (ÜÌÌÉÐÓÁ) ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ � Ó ÐÕÔÅÍ �� ÒÁ×ÎÁ �(2)
� ,

ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ  ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ (ËÁË ÐÅÔÌÑ × sk1(X)) ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÐÅÔÅÌØ ×ÉÄÁ (� ◦ s�) · �(2)
� · (� ◦ s�)−1,

ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ×ÓÅÍÉ u� . ¤
äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ìÅÍÍÁ 1 (ÌÅÍÍÁ âÏÒÓÕËÁ). ðÕÓÔØ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Y | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Z ⊂ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ � : Z × [0; 1] → Y É
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	0 : X → Y ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 	0(z) = �(z; 0) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ Z. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ
	 : X × [0; 1] → Y ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ 	(x; 0) = 	0(x) ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ X É �(z; t) = 	(z; t) ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ∈ Z, t ∈ [0; 1].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÌÅÔËÕ e(k)
� ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ 	 ÕÖÅ ÚÁÄÁÎÁ

ÎÁ ×ÓÅÈ ËÌÅÔËÁÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Z É ÎÁ ×ÓÅÈ ËÌÅÔËÁÈ e(i)
� ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ i < k. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ

	(x; t) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ×ÓÅÈx ∈ @e(k)
� É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ t, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ ×ÓÅÈ x É t = 0. ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÑ e(k)

� Ó
intBk, ÐÏÌÕÞÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 	 ÎÁ Bk × [0; 1] ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÚÁÄÁÎÏ ÎÁ ók def=
@Bk × [0; 1] ∪Bk × {0}.

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÒÅÔÒÁËÃÉÑ) f : Bk × [0; 1] → ók ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(s) = s ÐÒÉ ×ÓÅÈ
s ∈ Ck ⊂ Bk (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ×ÌÏÖÉÔØ Bk × [0; 1] ⊂ Rk+1 É ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å f ÐÒÏÅËÃÉÀ ÉÚ ÔÏÞËÉ (a; 1 + "),
ÇÄÅ a | ÃÅÎÔÒ ËÒÕÇÁ, Á " > 0 ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	(b; t) def= 	(f(b; t)) (f(b; t) ∈ Uk, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÁ×ÁÑ
ÞÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ 	 × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ËÌÅÔËÕ, ÅÓÌÉ ×Ï ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÍÅÎØÛÅÊ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÕÖÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÌÅ-
ÔÏË ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (ÐÏÞÅÍÕ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ?). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÌÑ
ËÁÖÄÏÇÏ n ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	n : skn(X)× [0; 1] → Y , ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÅÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ � É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
	0, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ: 	n|skn−1(X)×[0;1] = 	n−1. üÔÏ ÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	 : X×[0; 1] → Y ,
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ (ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÓÔÏ×Å
×ÌÅÞÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÎÁ ×ÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å). ¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉ ËÌÅÔËÕ e(k)
� × X É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÕÖÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÎÁ Z É ÎÁ ×ÓÅÈ ËÌÅÔËÁÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ k. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï e(k)
�

ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÌÅÔÏË, ÏÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ; ÔÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚ f(e(k)
� ) ÔÁËÖÅ ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÏÔËÕÄÁ ×Ù-

ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f(e(k)
� ) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÌÅÔÏË × Y .

ðÕÓÔØ e(m)
� ∩ f(e(k)

� ) 6= ∅ É m > k (ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ ËÌÅÔÏË ÎÅÔ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÕÖÅ ËÌÅÔÏÞÎÏ ÎÁ ËÌÅÔËÅ e(k)
� ).

ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ËÌÅÔËÕ e(m)
� Ó ÛÁÒÏÍ Bm ⊂ Rm ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �(m)

�
É ÐÏÄ×ÅÒÇÎÅÍ ÎÁ ÎÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ �′t ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2
ÌÅËÃÉÉ 12. ðÏÓÌÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁ ÛÁÒÅ B1;m ⊂ Bm ⊂ Rm ÒÁÄÉÕÓÁ 1=5 ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ËÕÓÏÞÎÏ-
ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Rk → Rm, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ k < m, ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ Bm (ÄÏËÁÖÉÔÅ!).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ y ∈ Bm \ f(e(k)
� ), É ÐÕÓÔØ � : Bm \ {y} → @Bm | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÛÁÒÁ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÉÚ ÔÏÞËÉ y.

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ f ′ def= �◦f ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ f ; ÏÂÒÁÚ f ′(e(k)
� ) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ËÌÅÔËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÂÏÌØÛÅÊ k,

ÞÔÏ É f(e(k)
� ), ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ e(m)

� . ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,
ÇÏÍÏÔÏÐÎÏÅ f É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ e� Ó ËÌÅÔËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m > k ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ, Ô.Å. ÌÅÖÉÔ ×
skk(Y ). üÔÕ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÚÁÔÅÍ
ÎÁ ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÐÏ ÌÅÍÍÅ âÏÒÓÕËÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ f ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÎÁ skk−1(X), ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÎÁ skk(X), ÐÏÄ×ÅÒÇÎÕ×
ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÎÁ Z É ÎÁ skk−1(X). òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ âÏÒÓÕËÁ,
ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ f É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÎÁ ×ÓÅÍ X. ¤


