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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ëÌÅÔÏÞÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ É ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎ-
ÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

ëÌÅÔÏÞÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X É ÎÁÂÏÒ {(e(k)
� ; �(k)

� ) | k = 0; 1; : : : ; � ∈ Ik}, ÇÄÅ Ik
| ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ×, e(k)

� ⊂ X, Á �(k)
� : Bk → X | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ

ÛÁÒÁ × X. íÎÏÖÅÓÔ×Á e(k)
� ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÌÅÔËÁÍÉ, ÞÉÓÌÏ k | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ËÌÅÔËÉ e(k)

� , Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
�(k)
� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ËÌÅÔËÉ e(k)

� . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÂÏÒ ÏÂÌÁÄÁÌ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

1) íÎÏÖÅÓÔ×Á e(k)
� ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X: X = ⊔∞

k=0
⊔
�∈Ik e

(k)
� .

2) ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �(k)
� ÎÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ intBk ÛÁÒÁ | ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ intBk → e(k)

� , Á
ÏÂÒÁÚ ÇÒÁÎÉÃÙ @Bk ÛÁÒÁ ÌÅÖÉÔ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÌÅÔÏË e(l)

� ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ l < k:
�(k)
� )(@Bk) ⊂ e(l1)

�1
∪ : : : e(lN )

�N ; l1; : : : ; lN < k.
íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× Ik ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ (ÌÀÂÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ) ÉÌÉ ÐÕÓÔÙÍ | ÎÅ ÏÂÑÚÁ-

ÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÀÔÓÑ ËÌÅÔËÉ ×ÓÅÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ skn(X) = ⋃
k≤n e

(k)
� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÏÓÔÏ×ÏÍ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Á X. ëÌÅÔÏÞÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y = ⊔
k
⋃
�∈Jk e

(k)
� ⊂ X (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ

ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× Jk ⊂ Ik), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ËÌÅÔËÉ e(k)
� , � ∈ Jk, Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ �(k)

�
ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÅÇÏ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ.

óÔÒÕËÔÕÒÁ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ××ÅÓÔÉ × X ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ X ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ
ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ (�(k)

� )−1(A) ⊂ Bk ÚÁÍËÎÕÔ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ k É � ∈ Ik. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ,
ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×-
ÎÙ. ëÌÅÔÏÞÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ Ó ËÌÅÔÏÞÎÙÍ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.

ëÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ × ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ:
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X1 → X2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(skn(X1)) ⊂ skn(X2) É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅÐÒÅÒÙ×-
ÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ × X1 É X2. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.

ðÒÉÍÅÒ 1. ëÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ Sn = e(0)
1 t e(n)

2 . îÕÌØÍÅÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ e(0)
1 | ÔÏÞËÁ (ËÁË É ÌÀÂÁÑ ÎÕÌØ-

ÍÅÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ); ÐÕÓÔØ ÜÔÏ b = (0; 0; : : : ; 1). ôÏÇÄÁ e(n)
2 = Sn \{b}; ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �2 : Bn →

e(n)
2 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ �2(x1; : : : ; xn) =

(
x1 sin(�

√
x2

1 + · · ·+ x2
n); : : : ; xn sin(�

√
x2

1 + · · ·+ x2
n); cos(�

√
x2

1 + · · ·+ x2
n)

)
.

ëÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÛÁÒÁ Bn: ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ | n-ÍÅÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ, ÇÒÁÎÉÃÁ @Bn = Sn−1 ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 2
ËÌÅÔËÉ, ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ.

ðÒÉÍÅÒ 2. óÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ Mg ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ 4g-ÕÇÏÌØÎÉË N4g ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, × ËÏÔÏÒÏÍ
ÓËÌÅÅÎÙ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ (ÔÏÞËÁ a ÓÔÏÒÏÎÙ ci ÓËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÞËÏÊ b ÓÔÏÒÏÎÙ ci+2g ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ
ÏÔÒÅÚÏË ab ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ci É ci+2g; ÚÄÅÓØ ÓÔÏÒÏÎÙ c1; : : : ; c4g ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ ÐÏ ÃÉËÌÕ). ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Mg. ïÎÏ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ ËÌÅÔËÕ e2 | ×ÎÕ-
ÔÒÅÎÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ; ÅÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �2 = p◦h, ÇÄÅ h : B2 → N4g | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ
ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÒÕÇÁ É ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á p : N4g → Mg | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓËÌÅÊËÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × Mg ÉÍÅ-
ÀÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ËÌÅÔËÉ e(1)

1 ; : : : ; e(2g)
1 , ÇÄÅ e(i)

1 | ÏÂÒÁÚ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÅÊ ÓÔÏÒÏÎ ci É ci+2g ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ
p : N4g → Mg; ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �(i)

1 ÏÞÅ×ÉÄÎÙ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÎÕÌØÍÅÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ | ÏÂÒÁÚ
ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ p ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ N4g (ÏÎÉ ×ÓÅ ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ | ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÌÅÎÔÙ íÅÂÉÕÓÁ, ÂÕÔÙÌËÉ ëÌÅÊÎÁ É
ÄÒÕÇÉÈ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ, ÓËÌÅÉ×ÁÅÍÙÈ ÉÚ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×.

ðÒÉÍÅÒ 3. ëÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ R: ÎÕÌØÍÅÒÎÙÅ ËÌÅÔËÉ | ÔÏÞËÉ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ |
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ Ó ËÏÎÃÁÍÉ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ. ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÜÔÉ ËÌÅÔËÉ n ÒÁÚ, ÐÏÌÕÞÉÍ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Rn.

ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ R ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÄÉÓËÁ, Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ
ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÉ: ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÉ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ
ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÛÁÒÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ. ÷ÏÏÂÝÅ, ×ÅÒÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

1



ôÅÏÒÅÍÁ-ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ëÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÏÓÔÏ-
ÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ËÌÅÔÏË.
ðÒÉÍÅÒ 4. ïÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (Ô.Å. ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ
0 ÉÌÉ 1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÏÍ.
ðÒÉÍÅÒ 5. äÒÕÇÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ Sn: × ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k, 0 ≤ k ≤ n, ÉÍÅÅÔÓÑ Ä×Å ËÌÅÔËÉ,
e(k)

+ = {(x0; : : : ; xn) ∈ Sn | xk > 0; xk+1 = · · · = xn = 0} É e− = {(x0; : : : ; xn) ∈ Sn | xk < 0; xk+1 =
· · · = xn = 0}. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �(k)

+ (y1; : : : ; yk) =
(
y1; : : : ; yk;

√
1− (y2

1 + · · ·+ y2
k); 0; : : : ; 0

)
É

�(k)
− (y1; : : : ; yk) =

(−y1; : : : ;−yk;−
√

1− (y2
1 + · · ·+ y2

k); 0; : : : ; 0
)

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
ðÒÉÍÅÒ 6. ëÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ RPn: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ p : Sn → RPn. ôÏÇÄÁ × ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑÈ ÐÒÉÍÅÒÁ 5 p(e(k)

+ ) = p(e(k)
− ) def= ek É p ◦ �(k)

+ = p ◦ �(k)
−

def= �(k). ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ RPn,
ÉÍÅÀÝÅÅ × ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 0 ≤ k ≤ n ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ËÌÅÔËÕ e(k) Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ
�(k).
ðÒÉÍÅÒ 7. âÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ S∞ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (x1; x2; : : : ), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÞÌÅÎÏ× × ËÁÖÄÏÊ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó×ÏÅ), É ∑∞

i=1 x2
i = 1. ëÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ S∞ ÉÍÅÅÔ × ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÏ Ä×Å ËÌÅÔËÉ

e(k)
+ = {(x0; x1; : : : ) ∈ Sn | xk > 0; xk+1 = xk+2 = : : : 0} É e(k)

+ = {(x0; x1; : : : ) ∈ Sn | xk < 0; xk+1 = xk+2 = : : : 0}.
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, skn(S∞) = Sn Ó ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÐÒÉÍÅÒÁ 5.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ S∞ (Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ) ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁ,
Ô.Å. ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÔÏÞËÅ.
õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n ÏÓÔÏ× skn(S∞) = Sn ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÜË×ÁÔÏÒ ÓÆÅÒÙ skn+1(S∞) = Sn+1 É
ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍ × ÔÏÞËÕ ÐÏ ÎÅÍÕ.
ôÅÏÒÅÍÁ 3 (Ï ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ). ðÕÓÔØ f0 : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, Z ⊂ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f0|Z ËÌÅÔÏÞÎÏÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ft : X → Y , 0 ≤ t ≤ 1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f1 : X → Y ËÌÅÔÏÞÎÏÅ É ft(z) ≡ f0(z) (ÎÅ
ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ Z.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÉÚ×ÌÅÞÅÍ ÉÚ ÎÅÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. åÓÌÉ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, ÔÏ ÅÇÏ 1-ÏÓÔÏ× ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÅÎ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a; b ∈ sk1(Y ); ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a É b | ÎÕÌØÍÅÒÎÙÅ
ËÌÅÔËÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ Y ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÒÉ×ÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ a É b, Ô.Å. ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
f0 : [0; 1] → Y ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f0(0) = a, f0(1) = b. ïÔÒÅÚÏË [0; 1] ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÉÚ Ä×ÕÈ
ÎÕÌØÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË e(0)

1 = {0} É e(0)
2 = {1} É ÏÄÎÏÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÉ e(1) = (0; 1). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f0 ËÌÅÔÏÞÎÏ

ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z = {0; 1} ⊂ Y . óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÒÉ×ÁÑ
f1 : [0; 1] → Y , ÇÏÍÏÔÏÐÎÁÑ f0 É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f1(0) = f0(0) = a, f1(1) = f0(1) = b É f1([0; 1]) ⊂ sk1(Y ). üÔÏ
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ 1-ÏÓÔÏ× Y ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÅÎ. ¤
ôÅÏÒÅÍÁ-ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. 1) õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1 ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØ: ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÅÎ ÅÇÏ 1-ÏÓÔÏ×.
2) ëÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÙ É ÏÔËÒÙÔÙ × ÎÅÍ. ëÌÅÔÏÞ-

ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ Ó×ÑÚÎÏ.
3) ìÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-

ÎÏÊ ÎÕÌØÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ.
ðÕÓÔØ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �n : skn(X) → X | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ (ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÓÔÏ×Á

ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÎÁ ÓÁÍÁ, ÎÏ ÕÖÅ ËÁË ÔÏÞËÁ X). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �n ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ
ÔÏÞËÉ b ∈ skn(X) ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÇÒÕÐÐ �1(sk2(X); b) → (�n)∗(�1(X; b)).
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (�1)∗ | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, Á (�n)∗ ÐÒÉ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ n ≥ 2 | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÁË ÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, �1(X) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �1(sk2(X)) (Á
ÔÁËÖÅ �1(sk3(X)), �1(sk4(X)) É Ô.Ä.) É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕÐÐÏÊ ÇÒÕÐÐÙ �1(sk1(X)).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ b ∈ X Ñ×ÌÑÔÓÑ ÎÕÌØÍÅÒÎÏÊ
ËÌÅÔËÏÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Õ [0; 1] ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ËÁË Õ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1: e(1) = (0; 1), e(0)

1 = {0},
e(0)

2 = {1}. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÌÀÂÁÑ ÐÅÔÌÑ 
 : [0; 1] → X, 
(0) = 
(1) = b, ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ
ÐÅÔÌÅ � : [0; 1] → sk1(X), ÐÒÉÞÅÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÁ ÎÁ ÎÕÌØÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ, Ô.Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ Ó
ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÅÔÌÑ × X ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ
ÐÅÔÌÅ × sk1(X), ÔÏ ÅÓÔØ (�1)∗ | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ.



ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ �0 : [0; 1]×[0; 1] → X | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÐÅÔÅÌØ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ �0([0; 1]×
{0; 1}) ⊂ sk1(X) É �0({0; 1} × [0; 1]) = {b}. õ Ë×ÁÄÒÁÔÁ [0; 1] × [0; 1] ÉÍÅÅÔÓÑ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ
ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÎÕÌØÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË | ÕÇÌÏ× Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÞÅÔÙÒÅÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË | ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÅÊ ÓÔÏÒÏÎ, É
Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÉ | ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ.

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �0|sk1([0;1]2) ËÌÅÔÏÞÎÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ (ÐÒÉ-
ÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë X = [0; 1]2, Z = sk1([0; 1]2) É f0 = �0) ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ �0 ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ �1 : [0; 1] × [0; 1] →
sk2(X), ÐÒÉÞÅÍ �1(x; 0) = �0(x; 0), �1(x; 1) = �0(x; 1) É �1(0; y) = �1(1; y) = �0(0; y) = �0(1; y) = b ÄÌÑ ×ÓÅÈ
x; y ∈ [0; 1]. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (�2)∗ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ  n | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ sk2(X) → skn(X), ÔÏ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ( n)∗ | ÉÚÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍ ÐÏ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �n = �2 ◦  n, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ (�n)∗ = (�2)∗ ◦ ( n)∗ |
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ¤

ðÕÓÔØ X | ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, b ∈ X, É f : S1 → X | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : [0; 1] → S1, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ �(t) = (cos 2�t; sin 2�t)
(ÔÁË ÞÔÏ �(0) = �(1), Á × ÏÓÔÁÌØÎÏÍ � ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ), É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ a def= f(�(0)) = f(�(1)). ðÕÓÔØ

 ∈ Mor�1(X)(b; a) (Ô.Å. ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÅÊ × X ÉÚ b × a); ÔÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔ f
 def= 
 · (f ◦ �) · 
−1 ∈
Mor�1(X)(b; b) def= �1(X; b). ðÒÉ ÚÁÍÅÎÅ 
 ÎÁ � def= � · 
 (ÇÄÅ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, � = � · 
−1 ∈ �1(X; b)) ÜÌÅÍÅÎÔ ÆÕÎ-
ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ: f� = � · (f ◦ �) · �−1 = � · f
 · �−1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÚÁÄÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X | ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÕÌØÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ e(0) def=
{b}.

ïÓÔÏ× sk1(X) ÜÔÏ ÂÕËÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ b, ËÁÖÄÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔ-
ËÉ. ïÔÓÀÄÁ �1(sk1(X); b) = F({e(1)

� | � ∈ I1}) (Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ). äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÉ e(2)

� ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ u� def= �(2)

�

∣∣∣
@B2

ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �(2)
� ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ ËÒÕÇÁ @B2 = S1. ëÁË ÂÙÌÏ

ÐÏËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ �1(sk1(X)). ïÎ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎ-
ÎÏÓÔÉ; ×ÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � ÏÄÉÎ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ É
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÔÁË ÖÅ: u� ∈ �1(sk1(X)).
ôÅÏÒÅÍÁ 5. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÕÌØÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ
ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕÐÐÅ ÇÒÕÐÐÙ �1(sk1(X)) ÐÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ×ÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ u�
(ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÇÒÕÐÐÁ �1(X) ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ �(1)

� , � ∈ I1 É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ u� = 1, � ∈ I2).
ðÒÉÍÅÒ 8. éÚ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÐÒÉÍÅÒÏ× 1{6 É ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �1(Sn) ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ ÐÒÉ n > 1
É ÒÁ×ÎÁ Z ÐÒÉ n = 1, �1(RPn) = Z=2Z (ÜÔÉ ÆÁËÔÙ ÂÙÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÒÁÎÅÅ), Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ-
ÎÁÑ ÇÒÕÐÐÙ ÓÆÅÒÙ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ 2g ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a1; b1; : : : ; ag; bg Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ
[a1; b1] : : : [ag; bg] = 1, ÇÄÅ [x; y] def= xyx−1y−1 (ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÎÏ×ÙÊ). æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÂÕÔÙÌËÉ ëÌÅÊÎÁ
ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ Ä×ÕÍÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a; b É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ abab−1 = 1.


