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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. îÁËÒÙÔÉÑ: ÐÒÉÍÅÒÙ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÅÝÅ ÒÁÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �1(S1) = Z. ëÌÀÞÅ×ÕÀ ÒÏÌØ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÉÇÒÁÅÔ ÐÏÓÔÒÏ-
ÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ  : [0; 1] → S1 ÅÇÏ ÐÏÄÎÑÔÉÑ | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
� : [0; 1] → R ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ p◦� = , ÇÄÅ p : R→ S1 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ p(t) = (cos 2�t; sin 2�t)
(ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ S1 ⊂ R2 | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ).

ïÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ p : E → B | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, Á F | ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. îÁÂÏÒ ÄÁÎÎÙÈ (E;B; F; p) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÎÁËÒÙÔÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U 3 b (ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ
b) É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : p−1(U) → F ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : p−1(U) → U × F , ÚÁÄÁÎÎÏÅ
ÆÏÒÍÕÌÏÊ �(x) = (p(x); �(x)), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ôÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ: B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ÎÁËÒÙÔÉÑ, E | ÔÏÔÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, F | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÌÏÅÍ,
p | ÐÒÏÓÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ, Á � | ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ (× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U). ðÏÓËÏÌØËÕ � | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÅÇÏ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ p−1(b) | ÔÁËÖÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ {b} × F , ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÊ F . ïÔÓÀÄÁ
×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÔÏÞÅË ÐÒÉ ÎÁËÒÙÔÉÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÓÌÏÀ (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÉÓËÒÅÔÎÙ
É ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÒÁ×ÎÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔÉ F ). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F
ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ Ñ×ÎÏ.

åÓÌÉ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÕÂÒÁÔØ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F | ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ
ÏÂÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÏ ÓÌÏÅÍ F .
ðÒÉÍÅÒ 1. ôÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ: E = B×F , p : E → B | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. íÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ
U = B É � : B × F → F | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ.
ðÒÉÍÅÒ 2. õÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁ×ÛÉÊÓÑ ÐÒÉÍÅÒ ÎÁËÒÙÔÉÑ: E = R, B = S1 ⊂ R2 | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ
Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, F | ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÚ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, p : R→ S1

ÚÁÄÁÎÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ p(t) = (cos 2�t; sin 2�t). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å U 3 b ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ ÏÔËÒÙÔÕÀ ÄÕÇÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ
ÔÏÞËÉ b É (1; 0) (ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á) ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÕÀ ÓÏ ×ÓÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚ p−1(U) ⊂ R| ÓÞÅÔÎÙÊ
ÎÁÂÏÒ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÎÁ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. ëÁÖÄÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ
ÏÄÎÏ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ (1; 0) ∈ U); ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ F = Z É ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å �(x) ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ,
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÔÏÍÕ ÖÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ × p−1(U), ÞÔÏ É x.
ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ E | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ G. äÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÔÏ ÇÏ-
ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ G × ÇÒÕÐÐÕ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× E → E. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G
ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ Ag : E → E, ÐÒÉÞÅÍ Ag1g2 = Ag2 ◦ Ag1). äÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÄÉÓ-
ËÒÅÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ E ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U É Ag(U) ÉÍÅÀÔ
ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ G, ÔÏ g | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ag = idE
É Ag(U) = U). ðÕÓÔØ B | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÒÂÉÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ (ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ E
ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ ÔÏÞÅË x É Ag(x) ÐÒÉ ×ÓÅÈ g ∈ G); p : E → B | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ (ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ
ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÅÇÏ ÏÒÂÉÔÕ).

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ p | ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ F | ÇÒÕÐÐÁ G Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,
ÐÕÓÔØ b ∈ B | ÏÒÂÉÔÁ ÔÏÞËÉ x ∈ b ⊂ E. ðÕÓÔØ U 3 x | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÞÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ
ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ÔÏÇÄÁ b ∈ V , ÇÄÅ V def= p(U) ⊂ B | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÁËÔÏÒ-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ).
ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÞÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ p−1(V ) = ⊔

g∈GAg(U); ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ � ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ×ÓÑËÏÍÕ
ÜÌÅÍÅÎÔÕ y ∈ p−1(V ) ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ!) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ y ∈ Ag(U).
ðÒÉÍÅÒ 4. îÁËÒÙÔÉÅ ÐÒÉÍÅÒÁ 2 | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÉÍÅÒÁ 3. úÄÅÓØ ÇÒÕÐÐÁ G = Z ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ E = R:
An(t) = t + n ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n ∈ Z É t ∈ R. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÒÂÉÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ S1 (ÄÏËÁÖÉÔÅ!), É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
p ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÅÇÏ ÏÒÂÉÔÕ.

äÒÕÇÏÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÉÍÅÒÁ 3: ÇÒÕÐÐÁ G = Z=2Z = {0; 1} ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÏ ÄÉÓ-
ËÒÅÔÎÏ ÎÁ ÓÆÅÒÅ Sn: A0 = id, Á A1 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÓÆÅÒÙ × ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÕÀ.
ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÒÂÉÔ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ RPn;
ÐÒÉÍÅÒ 3 ÄÁÅÔ ÎÁËÒÙÔÉÅ p : Sn → RPn, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË.
ôÅÏÒÅÍÁ 1 (Ï ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ). ðÕÓÔØ p : E → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ, p(x) = b, É ÐÕÓÔØ h : [0; 1]n → B |
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ h(0; : : : ; 0) = b. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
H : [0; 1]n → E (ÐÏÄÎÑÔÉÅ h) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p ◦H = h É H(0; : : : ; 0) = x.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÍÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÏÚÄÎÅÅ, Á ÐÏËÁ ÉÚ×ÌÅÞÅÍ ÉÚ ÎÅÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ p : E → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ, É p(x) = b. ôÏÇÄÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ p∗ : �1(E; x) → �1(B; b)
| ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ  : [0; 1] → E, (0) = (1) = x, | ÐÅÔÌÑ, ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
Ker p∗. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÔÌÑ p ◦  : [0; 1] → B ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
� : [0; 1]2 → B ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

• �(0; s) = �(1; s) = b ÐÒÉ ×ÓÅÈ 0 ≤ s ≤ 1 (Ô.Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ t 7→ �(t; s) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÔÌÅÊ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ É
ËÏÎÃÏÍ × b ∈ B).

• �(t; 0) = p((t)) ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 ≤ t ≤ 1 (ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÞÌÅÎ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ | p ◦ ).
• �(t; 1) = b ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 ≤ t ≤ 1 (ËÏÎÅÞÎÙÊ ÞÌÅÎ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ | ÐÅÔÌÑ, ÓÔÏÑÝÁÑ × ÔÏÞËÅ b ∈ B).

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÎÑÔØ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
Z : [0; 1]2 → E ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p(Z(t; s)) = �(t; s) É Z(0; 0) = x. ôÒÉ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÓÔÏÒÔÏÎ Ë×ÁÄÒÁÔÁ [0; 1]2 ÐÅ-
ÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ � × ÔÏÞËÕ b | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÚÙ ÜÔÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ Z ÌÅÖÁÔ ×
ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å p−1(b) ⊂ E. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÉ ÓÔÏÒÏÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ó×ÑÚÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÉÈ ÏÂÒÁÚ
ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ Z ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ Z(0; 0) = x. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Z(0; s) = Z(1; s) = x ÐÒÉ ×ÓÅÈ 0 ≤ s ≤ 1
É Z(t; 1) = x ÐÒÉ ×ÓÅÈ 0 ≤ t ≤ 1. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ t 7→ Z(t; 0)
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ ÐÅÔÌÉ p ◦ , ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ É ËÏÎÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ x (ÐÏÓËÏÌØËÕ Z(0; 0) = Z(1; 0) = x).
îÏ ÔÁËÉÍ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÁ ÐÅÔÌÑ , É × ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Z(t; 0) = (t) ÐÒÉ ×ÓÅÈ
0 ≤ t ≤ 1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Z : [0; 1]2 → E ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÑÔ ÓÏÂÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ
ÐÅÔÌÉ  × ÐÅÔÌÀ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÕÀ ×ÅÓØ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1] × ÔÏÞËÕ x ∈ E. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÅÔÌÉ  |
ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ �1(E; x). ¤

ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ: ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÔÅÏ-
ÒÅÍ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, ÏÐÅÒÁÃÉÀ × ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï H ⊂ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐ-
ÐÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ×ÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ: ÅÓÌÉ g1; g2 ∈ H, ÔÏ g1g2 ∈ H, Á ÔÁËÖÅ
ÅÓÌÉ g ∈ H,ÔÏ g−1 ∈ H. ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ ÇÒÕÐÐÙ G: 1G = gg−1. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ H
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ yxy−1 ∈ H ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H É ÌÀÂÏÇÏ y ∈ G.

ðÒÉÍÅÒ G.1. åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ G ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÅÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.

ðÒÉÍÅÒ G.2. G = S3 (ÇÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÔÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Ô.Å. ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
{1; 2; 3} × ÓÅÂÑ), ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H = {1; (123); (132)} (1 | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ, (123) | ÃÉËÌ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ
1 7→ 2 7→ 3 7→ 1, (132) | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ, × ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ.
ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ: G = Sn, Á H = An (ÇÒÕÐÐÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ×ÓÅÈ ÞÅÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË). ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,
sign(xy) = sign(x) sign(y), ÇÄÅ x; y ∈ Sn | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, Á sign(x) ∈ {1;−1} | ÞÅÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ x. éÍÅÅÍ
1 = sign(1) = sign(yy−1) = sign(y) sign(y−1), ÏÔËÕÄÁ sign(y−1) = sign(y) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ y. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
sign(yxy−1) = sign(y) sign(x) sign(y−1) = sign2(y) sign(x) = sign(x), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ An | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ.

ðÏÄÇÒÕÐÐÁ H = {1; (12)} ⊂ S3 ÎÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, Ô.Ë. (13)(12)(13)−1 = (13)(12)(13) = (23) =∈ H. úÄÅÓØ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ (ij)
ÏÂÏÚÁÞÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ (ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ), ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ i 7→ j 7→ i, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ.

ðÒÉÍÅÒ G.3. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Ha ⊂ G | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ Ä×ÉÖÅÎÉÊ, ÔÏÞËÕ a × ÓÅÂÑ.
Ha ⊂ G ÎÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ: ÅÓÌÉ x ∈ Ha, y ∈ G, ÔÏ yxy−1 ∈ Hy(a) (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!), Á ÇÒÕÐÐÙ Ha É Hb ÐÒÉ a 6= b ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

ðÏÄÇÒÕÐÐÁ T ⊂ G, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏ×, ÎÏÒÍÁÌØÎÁ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ).

÷×ÅÄÅÍ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ G Ä×Á ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: x ∼l y ÏÚÎÁÞÁÅÔ xy−1 ∈ H, Á x ∼r y ÏÚÎÁÞÁÅÔ x−1y ∈ H.

ôÅÏÒÅÍÁ G.1. ∼l É ∼r | ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ: x ∼l y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x ∼r y.

ëÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ∼l É ∼r ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÌÅ×ÙÍÉ É ÐÒÁ×ÙÍÉ ÓÍÅÖÎÙÍÉ
ËÌÁÓÓÁÍÉ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H. ìÅ×ÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ y ∈ G, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ yH É
ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× yh; h ∈ H. ðÒÁ×ÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÓÑ Hy É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× hy; h ∈ H.
éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ yH = Hy ÄÌÑ ×ÓÅÈ y ∈ G.

ôÅÏÒÅÍÁ G.2 (Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ). 1) ðÕÓÔØ f : G → G′ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÑÄÒÏ Ker(f) def= {x ∈
G | f(x) = 1} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ × G.

2) åÓÌÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : G→ G′ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Ker(f) = H. óÒÅÄÉ
×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× f ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ (ÏÔÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ×ÓÑ
ÇÒÕÐÐÁ G′), × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ G′ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ G=H É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕÐÐÏÊ G ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H.

3) åÓÌÉ f : G → G=H | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ker(f) = H, É f(y) = a ∈ G=H, ÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f−1(a) |
ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ yH. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ G=H ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ
ÓÏ ÓÍÅÖÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H.



éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ G.2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ f : G1 → G2 Ó ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÑÄÒÏÍ (ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ)
ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ G1 × ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ G1 É ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ
f(G1) ⊂ G2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �1(E; x) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÏÂÒÁÚÕ p∗(�1(E; x)) def= G ⊂ p∗(B; b). ðÕÓÔØ  : [0; 1] → B |
ÐÅÔÌÑ. (0) = (1) = b. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÒÉ n = 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ
ÐÕÔØ � : [0; 1] → E, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ p ◦ � =  É �(0) = x. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÕ �(1) ∈ p−1(). ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÊ ÖÅ
ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÒÉ n = 2 ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÉ , Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï p−1()
ÄÉÓËÒÅÔÎÏ | ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ×Ï×ÓÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÁ �(1) ∈ p−1(b) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ
[] ∈ �1(B; b); ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �(1) def= �([]).
ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ p : E → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(�1) = �(�2) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-
ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �1 É �2 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÌÅ×ÏÍÕ ÓÍÅÖÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ p∗(�1(E; x)),
Ô.Å. ÅÓÌÉ �1�−1

2 ∈ p∗(�1(E; x)) ⊂ �1(B; b). åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï E ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ ÍÅÖÄÕ p−1(b) É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ (ÌÅ×ÙÈ) ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×
�1(B; b)=p∗(�1(E; x)).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ËÒÉ×ÙÅ 1 É 2 | ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ËÌÁÓÓÏ× �1 É �2, Á �1 É �2 | ÉÈ ÐÏÄÎÑÔÉÑ. åÓÌÉ
�(�1) = �1(1) = �2(1) = �(�2), ÔÏ �1 · �−1

2 | ÐÅÔÌÑ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E. ôÏÇÄÁ 1 · −1
2 = p ◦ (�1 · �−1

2 ), ÏÔËÕÄÁ
�1�−1

2 ∈ p∗(�1(E; x)).
ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ �1�−1

2 ∈ p∗(�1(E; x)), É ÐÕÓÔØ � | ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÐÅÔÌÉ 1·−1
2 . ÷ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÄÎÑÔÉÑ

(ÕÔÏÞÎÉÔÅ, ËÁË ÉÍÅÎÎÏ ÏÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ!) � | ÐÅÔÌÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ �1(�1) = �(1=2) = �(�2).
ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : �1(B; b)=p∗(�1(E; x)) → p−1(b) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ.

óÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ: ÐÕÓÔØ y ∈ p−1(b). ðÏÓËÏÌØËÕ E ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ � : [0; 1] → E, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
�(0) = x É �(1) = y. ôÏÇÄÁ y = �([]), ÇÄÅ  = p ◦ �. ¤


