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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : R→ S1, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ p(t) = (cos 2�t; sin 2�t); ÚÄÅÓØ S1 | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ
ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, ÎÏ ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ: ÐÒÏÏÏÂÒÁÚ p−1(a) ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ
ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ Ó ÛÁÇÏÍ 1: ÅÓÌÉ p(t0) = a ∈ S1, ÔÏ p−1(a) = {t0+k | k ∈ Z}. ðÒÏÏÂÒÁÚ ÄÕÇÉ p−1((a; b)) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ
ÓÏÂÏÊ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ (ÍÅÎØÛÅÊ 1): p−1((a; b)) = ⋃

k∈Z(t0 +k; s0 +k), ÇÄÅ p(s0) = b,
|s0 − t0| < 1. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ: pt0;s0

def=
p|(t0;s0) : (t0; s0) → (a; b) ⊂ S1 ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p−1

t0;s0 : (a; b) → (t0; s0) (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!).
ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ p ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÄÌÉÎÙ, ÂÏÌØÛÅÊ 1, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ, Ô.Ë. ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.
ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÌÅÍÍÁ Ï ÐÏÄÎÑÔÉÉ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n, ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÕÂÁ f : [0; 1]n →
S1 É ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ t0 ∈ R ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ p(t0) = f(0; : : : ; 0), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅ F : [0; 1]n → R (ÐÏÄÎÑÔÉÅ f) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p ◦ F = f É F (0; : : : ; 0) = t0.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÌÅÍÍÕ Ï ÐÏÄÎÑÔÉÉ, ×Ù×ÅÄÅÍ ÉÚ ÎÅÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. åÓÌÉ ~F : [0; 1]n → R | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f (Ô.Å. p ◦ ~F = f = p ◦ F ), ÔÏ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ k ∈ Z ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ~F (x) = F (x) + k ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ [0; 1]n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1. ðÕÓÔØ k def= ~F (0; : : : ; 0) − F (0; : : : ; 0); ÐÏÓËÏÌØËÕ p( ~F (0; : : : ; 0)) = f(0; : : : ; 0) =
p(F (0; : : : ; 0)), ÉÍÅÅÍ k ∈ Z. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ~F ′(x) = F (x) + k. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ~F ′ : [0; 1]n → R
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ f : p( ~F ′(x)) = p(F (x)) = f(x), É ~F (0; : : : ; 0) = F (0; : : : ; 0) + k = ~F (0; : : : ; 0). éÚ ÌÅÍÍÙ
Ï ÐÏÄÎÑÔÉÉ (ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ F (x) + k = ~F ′(x) = ~F (x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈
[0; 1]n. ¤

ðÕÓÔØ g : S1 → S1 | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h = g ◦ p|[0;1] :
[0; 1] → S1 (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, h(t) = g(cos 2�t; sin 2�t), 0 ≤ t ≤ 1). ðÕÓÔØ H : [0; 1] → R | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ
ÐÏÄÎÑÔÉÅ h. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1, ×ÅÌÉÞÉÎÁ ind(g) = H(1)−H(0) ∈ Z ÃÅÌÁÑ É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÐÏÄÎÑÔÉÑ
H, Á ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ h ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÏÔ g (ÏÔÓÀÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ. ÷ÐÒÏÞÅÍ, ÍÙ ÔÏÖÅ
ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ind(h)).
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ä×Á ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g0; g1 : S1 → S1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ
ÉÎÄÅËÓÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ: ind(g1) = ind(g2).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ g0 É g1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, gt : S1 → S1 | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ (0 ≤ t ≤ 1). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ, ËÁË ×
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÉÎÄÅËÓÁ, ht = gt ◦ p|[0;1] : [0; 1] → S1 É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ H : [0; 1]2 → S1 ÆÏÒÍÕÌÏÊ H(t; s) = ht(s).
óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÐÏÄÎÑÔÉÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : [0; 1]2 → R ÔÁËÏÅ,
ÞÔÏ p ◦ F = H, ÔÏ ÅÓÔØ p(F (t; s)) = ht(s). éÎÄÅËÓ I(t) def= ind(ht) ÒÁ×ÅÎ F (t; 1) − F (t; 0) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
I : [0; 1] → Z | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. îÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × Z ⊂ R | ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ (ÐÏÓËÏÌØËÕ
×ÓÅ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × ÎÅÍ ÏÔËÒÙÔÙ), Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï [0; 1] Ó×ÑÚÎÏ | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, I([0; 1]) ⊂ Z
Ó×ÑÚÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÐÕÓÔØ ind(g0) = ind(g1) def= k. ðÕÓÔØ h0 = g0 ◦ p|[0;1] : [0; 1] → S1 É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
h1; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ f0; f1 : [0; 1] → R ÐÏÄÎÑÔÉÑ h0 É h1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (h0 = p ◦ f0, h1 = p ◦ f1). ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ,
f0(1) − f0(0) = f1(1) − f1(0) = k. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÉ (t; s) ∈ [0; 1]2 ÔÏÞËÕ ft(s) = tf1(s) + (1 − t)f0(s); ÔÏÇÄÁ
ft(1)−ft(0) = k ÄÌÑ ×ÓÅÈ t. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ht = p◦ft : [0; 1] → S1 ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ht(0) = ht(1)
ÐÒÉ ×ÓÑËÏÍ t ∈ [0; 1] (ÐÏÓËÏÌØËÕ k ∈ Z). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ gt : S1 → S1

ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ht = gt ◦ p|[0;1]. ëÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, gt | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ g0 É g1. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3 (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2). ÷ÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : S1 → S1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÀ (k) : S1 → S1, ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (k)(cos'; sin') = (cos k'; sin k'), ÇÄÅ k ∈ Z. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
(k) Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ k ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÎÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÄÎÑÔÉÅÍ (k) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f (k) : [0; 1] → R, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f (k)(t) = kt
(ÕÂÅÄÉÔÅÓØ!). ïÔÓÀÄÁ ind (k)) = k. ¤
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üÔÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ (ÔÏÞÎÅÅ, ÅÇÏ ×ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ) ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ × ÌÅËÃÉÉ 1 ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ
âÒÁÕÜÒÁ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2, Á ÔÁËÖÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÙ; × ÌÉÓÔËÅ 1 Ó ÅÇÏ ÐÏÍÏÝØÀ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÁÓØ
\ÌÅÍÍÁ Ï ÅÖÅ" | ÎÁÌÉÞÉÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÔÏÞËÉ Õ ÌÀÂÏÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. äÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÌÑ n = 1. ðÕÓÔØ f : [0; 1] → S1 | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, É p(t0) = f(0). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T ⊂ [0; 1] ÔÏÞÅË t ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ
Õ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f |[0;t] : [0; t] → S1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅ F (t) : [0; t] → R, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ F (t)(0) = t0.

éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÄÎÑÔÉÅ F : [0; t] → R, F (0) = t0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ T ⊂ [0; 1] ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÓÔÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï t ∈ [0; 1] ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÄÎÑÔÉÅ
F (t) : [0; t] → R.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T ÎÅÐÕÓÔÏ: 0 ∈ T . ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ t ∈ T É 0 ≤ s ≤ t; ÔÏÇÄÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ
[0; s] ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÄÎÑÔÉÅ F (t)∣∣

[0;s]. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ s ∈ T , ÔÏ ÅÓÔØ [0; t] ⊂ T , Á ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÎÑÔÉÑ F (s)

É F (t) ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÏÂÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, Ô.Å. ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; s] ⊂ [0; t].
äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T ÏÔËÒÙÔÏ: ÐÕÓÔØ t ∈ T . éÚ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

ÎÁÊÄÅÔÓÑ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(s) ∈ A ÐÒÉ s ∈ (t − "; t + "), ÇÄÅ A = (a; b) | ÄÕÇÁ ÄÌÉÎÏÊ 1=10 ÏÔ ÄÌÉÎÙ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(t) ∈ A. ðÒÏÏÂÒÁÚ p−1((a; b)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ⋃

m∈Z(u + m; v + m) ⊂ R,
ÇÄÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ (u + m; v + m) ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ m ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ m,
ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ F (t) ∈ K def= (u + m; v + m); ÕÍÅÎØÛÁÑ, ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, " > 0, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ
F (s) ∈ K ÐÒÉ s ∈ (t− "; t]. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ q def= p|K | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ K → A. îÏ ÔÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F (t+"=2) :
[0; t+ "=2] → R, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁ [0; t] ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó F (t), Á ÎÁ [t; t+ "=2] ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ F (t+"=2) = q−1 ◦ f ,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, (t− "; t+ ") ⊂ T , ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ T ÏÔËÒÙÔÏ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ T ÚÁÍËÎÕÔÏ. ðÕÓÔØ t | ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ T , Ô.Å. ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ (t − "; t + ") ∩ T 6= ∅
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0. ëÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÅÓÌÉ t ∈ T , ÔÏ [0; t] ⊂ T ; ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ (t− "; t) ⊂ T .
õÍÅÎØÛÁÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ", ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ f(s) ∈ A ÐÒÉ ×ÓÑËÏÍ s ∈ (t − "; t) (ÄÕÇÁ A | ËÁË
× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÏÔËÒÙÔÏÓÔÉ) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, F (s)((t − "; s]) ⊂ (u + ms; v + ms) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ms ∈ Z
(ÓÒ. Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÓÔÉ T ). ðÏÓËÏÌØËÕ F (s) ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ s ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ,
Á ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ (u + m; v + m) ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ m ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ms ∈ Z ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. ôÅÍ
ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÏÄÎÑÔÉÅ F : [0; t) → R, ÐÒÉÞÅÍ F (s) ∈ (u+m; v+m) def= K ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ
m ÐÒÉ t− " < s < t. ôÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F (t), ÒÁ×ÎÏÅ F (t−"=2) ÎÁ [0; t− "=2] É ÒÁ×ÎÏÅ q−1 ◦ f ÎÁ (t− "; t+ "),
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (t− "; t + ") ⊂ T É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, t ∈ T . íÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ×ÓÅ
Ó×ÏÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÚÁÍËÎÕÔÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!), ÔÁË ÞÔÏ T ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ðÏÓËÏÌØËÕ T ÚÁÍËÎÕÔÏ, U def= [0; 1]\T ÏÔËÒÙÔÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, [0; 1] = T ∪U , ÇÄÅ ÏÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔÙ
É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÒÅÚÏË Ó×ÑÚÅÎ, Á T 6= ∅, ÐÏÌÕÞÁÅÍ U = ∅, ÔÏ ÅÓÔØ T = [0; 1].

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ: ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
T ⊂ [0; 1]n ÔÏÞÅË (x1; : : : ; xn) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f [0; 1]n → S1 ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ
ÐÏÄÎÑÔÉÅ F : [0; x1] × · · · × [0; xn] → R, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ F (0; : : : ; 0) = t0. äÁÌÅÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ
ÅÓÌÉ ÐÏÄÎÑÔÉÅ F : [0; x1] × · · · × [0; xn] → R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÂÒÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ T ÏÔËÒÙÔÏ, ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ
n = 1; × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÏÇÏ, ÞÔÏ T ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T ⊂ [0; 1]n
ÎÅÐÕÓÔÏ É ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ [0; 1]n, ÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÔÏÞËÕ x ∈ [0; 1]n ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U 3 u ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ËÁË Ó T , ÔÁË É Ó ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ. óÁÍÁ x ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ËÁË T , ÔÁË É
ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÀ.

÷ ÓÉÌÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ [0; 1]n ÏÔËÒÙÔÏÓÔØ, ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ É ÎÅÐÕÓÔÏÔÁ T ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ T = [0; 1]n. ÷ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ
ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÅÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ¤


