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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ðÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ÆÁËÔÏÒ-ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ. ó×ÑÚÎÏÓÔØ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ.

1. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ)
÷ ÌÅËÃÉÉ 2 ÂÙÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ Ä×Á ÓÐÏÓÏÂÁ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÎÏ×ÙÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÚ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ

| ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É ÎÅÓ×ÑÚÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÐÏÓÏÂÏ×.

3. ðÒÑÍÏÅ (ÉÌÉ ÄÅËÁÒÔÏ×Ï) ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ðÕÓÔØ X1; X2 | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, É X = X1 ×X2 |
ÄÅËÁÒÔÏ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ {(x1; x2) | x1 ∈ X1; x2 ∈ X2}. îÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ X
ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ U = ⋃

�∈A V� × W�, ÇÄÅ V� ⊂ X1 É W� ⊂ X2 | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Á
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× A ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ.
ìÅÍÍÁ 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × X ××ÏÄÉÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ∅ = ∅ × X2 É X = X1 × X2 ÏÔËÒÙÔÙ. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÔËÒÙÔÏ, ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÁÍÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË (ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ) ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ.
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ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ f : X → Y É g : X → Z | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
h : X → Y × Z ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ h(x) = (f(x); g(x)), x ∈ X. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f É g ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÌÏÓËÏÓÔØ R2 = R×R Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. îÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ R2 ÏÔËÒÙÔÏ,
ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ a = (a1; a2) ∈ U cÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË (a1 − "1; a1 + "1) × (a2 − "2; a2 + "2)
ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ "1; "2 > 0. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!), ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ U ×ÍÅÓÔÅ
Ó ÌÀÂÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞËÏÊ a = (a1; a2) ∈ U ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÕÇ 
"(a) def= {(x; y) ∈ R2 | (x − a1)2 + (y − a2)2 < "2} Ó
ÃÅÎÔÒÏÍ a ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ " > 0.

äÅËÁÒÔÏ×Á ÓÔÅÐÅÎØ Rn ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ: Rn def= Rn−1 × R.

4. æÁËÔÏÒ-ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ
ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÉÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ): X = ⋃

�∈AX�, ÇÄÅ X�∩X� = ∅
ÐÒÉ � 6= �. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× A ÍÏÖÎÏ ÎÁÄÅÌÉÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ⊂ A
ÏÔËÒÙÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ⋃

�∈B X� ⊂ X ÏÔËÒÙÔÏ.
ìÅÍÍÁ 3. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × A ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÎÏÖÅÓÔ×Á ∅ É A ÏÔËÒÙÔÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ⋃

�∈∅X� = ∅ É ⋃
�∈AX� = X ÏÔËÒÙÔÙ. åÓÌÉ B�

ÏÔËÒÙÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ � ∈ B, ÔÏ ⋃
�∈S�∈B B� X� = ⋃

�∈B

⋃
�∈B� X� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÏÔËÒÙÔÙÈ

ÍÎÏÖÅÓÔ× É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔËÒÙÔÏ | ÚÎÁÞÉÔ, É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× ⋃
�∈BB� ÏÔËÒÙÔÏ. äÌÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (ÄÏÄÅÌÁÊÔÅ!). ¤

÷ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : X → A (ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ), ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ
ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X ÉÎÄÅËÓ � ∈ A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï x ∈ X� | ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : A → Y × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ◦ p : X → Y ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ U ⊂ Y ÏÔËÒÙÔÏ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï f−1(U) ⊂ A ÏÔËÒÙÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÏÔËÒÙÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ⋃

�∈f−1(U)X� = p−1(f−1(U)) = (f ◦ p)−1(U) ⊂ X. ¤
1



ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ X = [0; 1]× [0; 1] ⊂ R2 | Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓËÏÓÔÉ; × R2 | ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-
ÎÉÑ, × X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÓÐÏÓÏÂ 2 × ÌÅËÃÉÉ 2). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Xt = {(0; t); (1; 1− t)}
ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 ≤ t ≤ 1 É Xs;t = {(s; t)} ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 < s < t, 0 ≤ t ≤ 1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, X = ⋃

tXt ∪
⋃
s;tXs;t, ÐÒÉÞÅÍ

ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Xt; Xs;t ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. æÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÐÏ ÔÁËÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÌÅÎÔÏÊ íÅÂÉÕÓÁ; ÇÏ×ÏÒÑÔ \ÌÅÎÔÁ íÅÂÉÕÓÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ ÔÏÞÅË ÎÁ ÌÅ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Ó ÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÉÍ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÁ ÐÒÁ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ; ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÎÉ Ó
ÞÅÍ ÎÅ ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ".
ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ X = [0; 1] ⊂ R Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÏÌÏÖÉÍ Xt

def= {t} ÐÒÉ ×ÓÅÈ 0 < t < 1 É
Xa

def= {0; 1}. æÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Z, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÜÔÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ, ÐÏÌÕÞÅÎÏ, ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ,
ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ ËÏÎÃÏ× 0 É 1 ÏÔÒÅÚËÁ (×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÉ Ó ÞÅÍ ÎÅ ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ). \óËÌÅÉ×ÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ"
p : [0; 1] → Z ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ p(0) = p(1) = a É p(t) = t ÐÒÉ ×ÓÅÈ 0 < t < 1.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Y = {(x; y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ (Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á R2, ËÏÔÏÒÏÅ, ×
Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÎÁÄÅÌÅÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Z → Y , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏÍ
f(t) = (cos 2�t; sin 2�t) ÐÒÉ 0 < t < 1 É f(a) = (1; 0). îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ f | ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ.

äÏËÁÖÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ f . ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ h def= f ◦ p : [0; 1] → Y ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ h(t) = (cos 2�t; sin 2�t)
ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ∈ [0; 1]. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ [0; 1] → R, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ t 7→ cos 2�t É t 7→ sin 2�t, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ
(ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÍ. × ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ). éÚ ÌÅÍÍÙ 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H : [0; 1] → R2, ÚÁÄÁÎÎÏÅ
ÆÏÒÍÕÌÏÊ H(t) def= (cos 2�t; sin 2�t), ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ. ïÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ H ÌÅÖÉÔ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Y ⊂ R2, ÐÒÉÞÅÍ
H(t) = h(t) ÐÒÉ ×ÓÅÈ t ∈ [0; 1] (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ h ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [0; 1] → Y ). éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 2) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ H ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, ÔÏ É h ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ
1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ f : Z → Y ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ g def= f−1 : Y → Z ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÁËÔÏÒ-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï U ⊂ Z ÏÔËÒÙÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ U = ⋃

� U�, ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U� ÜÔÏ ÌÉÂÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ
(p:q), 0 < p < q < 1, ÌÉÂÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁ (0; p)∪ (q; 1)∪ {a}. ðÏÓËÏÌØËÕ g−1(⋃� U�) = ⋃

� g−1(U�) (ÐÏÞÅÍÕ?),
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ g−1(U�) ⊂ Y ÏÔËÒÙÔÏ ÄÌÑ ÏÂÏÉÈ ÔÉÐÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ× U�. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ×
ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚ g−1(U�) ⊂ Y | ÄÕÇÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÂÅÚ ËÏÎÃÏ×). äÕÇÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ Y É ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ (p1; q1)× (p2; q2) ⊂ R2 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÐÏÄÂÅÒÉÔÅ!) É, ÔÅÍ
ÓÁÍÙÍ, ÏÔËÒÙÔÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ g = f−1 ÎÅÐÒÅÙ×ÎÏ, Á f , ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÒÅÚÏË
ÓÏ ÓËÌÅÅÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

2. ó×ÑÚÎÏÓÔØ É ÌÉÎÅÊÎÁÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ
ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÓ×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Á U; V ⊂ X ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ U ∩ V = ∅, U ∪ V = X. åÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
Ó×ÑÚÎÙÍ. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ (ÐÏÞÅÍÕ?) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X Ó×ÑÚÎÏ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ∅ ⊂ X
É X ⊂ X Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ É ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ.
ðÒÉÍÅÒ 4. ïÔÒÅÚÏË [0; 1] (Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á R) Ó×ÑÚÅÎ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÐÏÚÄÎÅÅ × ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ:
ìÅÍÍÁ 4. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ Ó×ÅÒÈÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ⊂ R ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞ-
ÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ a def= supM , Ô.Å. ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ a, ÞÔÏ m ≤ a ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ m ∈ M , ÎÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ m ∈M ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ m > a− ".
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË ÎÅÓ×ÑÚÅÎ, É [0; 1] = U ∪ V | ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ
ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á; ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ 1 ∈ V (ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ, ÔÏ
U ←→ V ). ðÕÓÔØ a = supU ; ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ a ∈ V . åÓÌÉ a = 1, ÔÏ a ∈ V ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ; ÅÓÌÉ ÖÅ a < 1 É a ∈ U , ÔÏ
× ÓÉÌÕ ÏÔËÒÙÔÏÓÔÉ U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (a− "; a+ ") ⊂ U ⊂ [0; 1]. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
a+ "=2 ∈ U ; ÎÏ a+ "=2 > a, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÐÏÎÑÔÉÀ ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ a ∈ V . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, a > 0 (ÐÏÞÅÍÕ?). ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ÏÔËÒÙÔÏ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ a, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
" > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ (a−"; a+") ⊂ V . îÏ ÔÏÇÄÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (a−"; a) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U , ÞÔÏ ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÐÏÎÑÔÉÀ ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ.

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÁ. ¤
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ïÂÒÁÚ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ Ó×ÑÚÅÎ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ X Ó×ÑÚÎÏ, f : X → Y ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, Z = f(X) = {f(x) | x ∈ X} ⊂ Y . ðÕÓÔØ Z
ÎÅÓ×ÑÚÎÏ: Z = U ∪ V , ÇÄÅ U É V ÏÔËÒÙÔÙ × ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, U; V 6= ∅, ÎÏ U ∩ V = ∅. éÎÙÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, U = Z ∩ U ′, V = Z ∩ V ′, ÇÄÅ U ′; V ′ ⊂ Y ÏÔËÒÙÔÙ, U ′ ∩ V ′ ∩ Z = ∅ É Z ⊂ U ′ ∪ V ′. ðÕÓÔØ W1 =
f−1(U) = f−1(U ′) ⊂ X (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË x ∈ X ÌÅÖÁÔ × Z), W2 = f−1(V ) = f−1(V ′) ⊂ X.



íÎÏÖÅÓÔ×Á W1;W2 ÏÔËÒÙÔÙ (ÐÏÓËÏÌØËÕ f : X → Y ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ), ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ
× Z | ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U É V | ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ) É W1 ∪W2 = X (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X ÉÍÅÅÍ ÌÉÂÏ
f(x) ∈ U , ÌÉÂÏ f(x) ∈ V ). ðÏÓËÏÌØËÕ X Ó×ÑÚÎÏ, ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Wi ÐÕÓÔÏ: ÌÉÂÏ W1 = ∅, ÌÉÂÏ W2 = ∅.
ðÕÓÔØ ×ÅÒÎÏ ÐÅÒ×ÏÅ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ b ∈ U . ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ f(X), ÔÏÞËÁ
b ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÏÂÒÁÚ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅ ÏÄÉÎ) c ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f : f(c) = b. îÏ ÔÏÇÄÁ c ∈ f−1(U) = W1, ËÏÔÏÒÏÅ
ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅÐÕÓÔÏ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ b ∈ U ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ U = ∅.
åÓÌÉ ÖÅ ×ÅÒÎÏ ×ÔÏÒÏÅ (W2 = ∅), ÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ V = ∅. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ Z. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ). ðÕÓÔØ f : [0; 1] → R | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, a0 =
f(0); a1 = f(1), c ∈ [a0; a1]. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ t ∈ [0; 1] ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(t) = c.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË: Y = f([0; 1]) É c =∈ Y , ÇÄÅ a0 ≤ c ≤ a1. íÎÏÖÅÓÔ×Á U = Y ∩ (−∞; c) É
V = Y ∩ (c;+∞) ÏÔËÒÙÔÙ (× ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y ⊂ R), ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÎÅÐÕÓÔÙ (a0 ∈ U , a1 ∈ V ),
É ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÏ Y ∩ (R \ {c}) = Y . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ÎÅÓ×ÑÚÎÏ, ÈÏÔÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó×ÑÚÎÏÇÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [0; 1] | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1 | ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÜÒÁ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1). îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1] → [0; 1]
ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ | ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ c ∈ [0; 1] ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(c) = c.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ g(t) = t − f(t). ôÏÇÄÁ a0
def= g(0) ≤ 0, a1

def= g(1) ≥ 0 | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, 0 ∈ [a0; a1].
óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ c ∈ [0; 1] ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ g(c) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ f(c) = c. ¤

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÅÇÏ ÔÏÞÅË a; b ∈ X
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÉÈ ËÒÉ×ÁÑ, Ô.Å. ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 
 : [0; 1] → X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 
(0) = a,

(1) = b.
ôÅÏÒÅÍÁ 3. 1) ìÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó×ÑÚÎÏ.

2) ïÂÒÁÚ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÅÎ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. ðÕÓÔØ X ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, ÎÏ ÎÅ Ó×ÑÚÎÏ | X = U ∪ V , ÇÄÅ U É V ÏÔËÒÙÔÙ, ÎÅÐÕÓÔÙ É
ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ðÕÓÔØ a ∈ U É b ∈ V , É 
 : [0; 1] → X | ËÒÉ×ÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ a É b. ôÏÇÄÁ 
−1(U) ⊂ [0; 1] É

−1(V ) ⊂ [0; 1] ÏÔËÒÙÔÙ (ÐÏÓËÏÌØËÕ 
 ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ), ÎÅÐÕÓÔÙ (ÐÅÒ×ÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 0, ×ÔÏÒÏÅ 1), É ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ
| ×ÅÓØ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1]. üÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ (ÐÒÉÍÅÒ 4).

2. ðÕÓÔØ f : X → Y , É a = f(x), b = f(y) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÏÂÒÁÚÁ f(X) ⊂ Y . ÷ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ
Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÒÉ×ÁÑ � : [0; 1] → X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �(0) = x, �(1) = y. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÒÉ×ÕÀ 
 def=
f ◦ � : [0; 1] → Y . ïÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ (ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ), É �(0) = f(x) = a, �(1) = b.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f(X) ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ. ¤
ðÒÉÍÅÒ 5. ðÕÓÔØ a; b ∈ R. ëÒÉ×ÁÑ 
(t) = tb + (1 − t)a ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ, É 
(0) = a, 
(1) = b. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÑÍÁÑ
ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÁ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ó×ÑÚÎÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (p; q) ⊂ R Ó×ÑÚÅÎ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï R \ {c} = (−∞; c)∪ (c;+∞) ÎÅÓ×ÑÚÎÏ (ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ c ∈ R) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ R.

ðÒÉÍÅÒ 6. ðÕÓÔØ a; b ∈ S1 def= {(x; y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} (ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ). ïÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÑÍÏÊ
R ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f(t) = (cos t; sin t). óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÁ É,
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ó×ÑÚÎÁ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ c = (cos t; sin t) ∈ S1 ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ S1 \ {c} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (t; t + 2�) ⊂ R ÐÒÉ ÔÏÍ ÖÅ ÓÁÍÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f . éÎÔÅÒ×ÁÌ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÅÎ (ÐÒÉÍÅÒ 5) |
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, S1 \ {c} ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ É Ó×ÑÚÎÏ.
ðÒÉÍÅÒ 7. éÚ ÐÒÉÍÅÒÏ× 5 É 6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ
h : R→ S1 | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ c ∈ R ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ h|R\{c} : R\{c} → S1 \{h(c)}
ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!). îÏ R \ {c} ÎÅÓ×ÑÚÎÏ, Á S1 \ {h(c)} Ó×ÑÚÎÏ | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÏÔÒÅÚËÕ, ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ É ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ, ÔÏÌØËÏ ×
ËÁÞÅÓÔ×Å c ÎÕÖÎÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÐÕÎËÔÕ 1 ÔÅÏÒÅÍÙ 3, ÎÅ×ÅÒÎÏ: Ó×ÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅ-
Ó×ÑÚÎÙÍ.
ðÒÉÍÅÒ 8. ðÕÓÔØ X = A ∪ B ⊂ R2, ÇÄÅ A = {(x; y) | x2 + y2 = 1} | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó
ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á B = {b(t) | t ≥ 0}, ÇÄÅ b(t) = ( t

t+1 cos t; t
t+1 sin t), | ÓÐÉÒÁÌØ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ ×

ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (b(0) = (0; 0)), ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÁÑ × ËÒÕÇÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ A ( |b(t)| = t
t+1 < 1,

É ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑÓÑ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ A, ËÏÇÄÁ t→∞ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ |b(t)| → 1).
ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X (Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á R2) Ó×ÑÚÎÏ, ÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÓ×ÑÚÎÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÚÁÄÁÞÁ

(ÓÍ. ÐÌÁÎ ÒÅÛÅÎÉÑ × ÌÉÓÔËÅ 3).


