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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ.

1. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X, × ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎ ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ× U ⊂ X, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ (Á ÓÁÍ ÎÁÂÏÒ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ
Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

• ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ∅ É X Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ.
• åÓÌÉ {U� | � ∈ A}| ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÌÀÂÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ), ÔÏ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ⋃
�∈A U� ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.

• åÓÌÉ U1; U2 | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÔÏ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U1 ∩ U2 ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ. ïÞÅ-
×ÉÄÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ {U� | � ∈ A} | ÎÁÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, × ËÏÔÏÒÏÍ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× A ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ⋂

�∈A U� ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.
ðÒÉÍÅÒÙ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙ; ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ:

ðÒÉÍÅÒ 1 (ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ). íÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ X ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÔ-
ËÒÙÔÙÍ.
ðÒÉÍÅÒ 2 (ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ \ÓÌÉÐÛÉÈÓÑ ÔÏÞÅË"). íÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ, ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ∅ É
X.
ðÒÉÍÅÒ 3. íÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ X ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ
X \ U ËÏÎÅÞÎÏ, Á ÔÁËÖÅ ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.
ðÒÉÍÅÒ 4 (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ). X = R, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÉ-
ÂÏ ÐÕÓÔÏ, ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ). üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ
(ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!): U ⊂ R ÏÔËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ ÌÉÂÏ U = ∅, ÌÉÂÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ,
ÞÔÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (a − "; a + ") ⊂ U . ó×ÏÊÓÔ×Á É ÏÞÅ×ÉÄÎÙ; Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÐÕÓÔØ a ⊂ U = U1 ∩ U2.
ôÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÏÔËÒÙÔÏÓÔÉ ÏÂÏÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ "1; "2 > 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ (a− "i; a+ "i) ⊂ Ui ÐÒÉ i = 1; 2.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, (a− "; a+ ") ⊂ U , ÇÄÅ " = min("1; "2) > 0.

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C ⊂ X ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ
X \C ÏÔËÒÙÔÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ X \⋃

� U� = ⋂
�(X \U�) É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ËÁË ÎÁÂÏÒ ÐÏÄ-

ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ É ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ× ÏÔËÒÙÔÙÈ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÂÍÅÎÏÍ ÍÅÓÔÁÍÉ ÚÎÁËÏ× ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ:

• ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ∅ É X Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ.
• åÓÌÉ {C� | � ∈ A} | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× A ÍÏÖÅÔ

ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÌÀÂÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ), ÔÏ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ⋂
�∈A C� ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁ-

ÍËÎÕÔÙÍ.
• åÓÌÉ C1; C2 | ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÔÏ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ C1 ∪ C2 ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ.

ïÞÅ×ÉÄÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ {C� | � ∈ A} | ÎÁÂÏÒ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, × ËÏÔÏÒÏÍ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× A ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ⋃

�∈A C� ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ.
÷ ÐÒÉÍÅÒÅ 1 ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, × ÐÒÉÍÅÒÅ 2 | ÔÏÌØËÏ ∅ É X, × ÐÒÉÍÅÒÅ 3 | X É

ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á.
ìÅÍÍÁ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï C ⊂ R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÉÂÏ ÏÎÏ ÐÕÓÔÏ, ÌÉÂÏ
ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a1; a2; · · · ⊂ C, ÉÍÅÀÝÅÊ ÐÒÅÄÅÌ a, ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ a ∈ C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ U def= R \ C ÏÔËÒÙÔÏ, É a1; a2; · · · ∈ C, a def= limn→∞ an. åÓÌÉ a ∈ U , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
" > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (a − "; a + ") ⊂ U É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞÅË a1:a2; : : : . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |an − a| ≥ ", ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÅÄÅÌÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
a ∈ C.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ C ⊂ R ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÅÄÅÌÙ ×ÓÅÈ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó×ÏÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É U def=
R \C. ðÕÓÔØ a ∈ U ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ (a− 1; a+ 1); (a− 1=2; a+ 1=2); (a− 1=3; a+ 1=3); : : : . åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ
ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÌÅÖÉÔ × U ((a− 1=n; a+ 1=n) ⊂ U), ÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ a ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, ÏÔËÒÙÔÏÓÔØ U ÄÏËÁÚÁÎÁ. åÓÌÉ
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ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ × U ÎÅ ÌÅÖÉÔ, ÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ an ∈ (a−1=n; a+1=n)∩C. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,
0 ≤ |an − a| < 1=n, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ a = limn→∞ an É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a ∈ C ×ÏÐÒÅËÉ ×ÙÂÏÒÕ. ¤

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×:

1. îÅÓ×ÑÚÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ðÕÓÔØ X1; X2 | ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÏÌÏÖÉÍ X =
X1 ∪X2, É ÐÕÓÔØ U ⊂ X ÏÔËÒÙÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ U = U1 ∪U2, ÇÄÅ U1 ⊂ X1 É U2 ⊂ X2 ÏÔËÒÙÔÙ.
îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ × X ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ.

2. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á Y ⊂ X | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÎÅ
ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÉÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ!). îÁÚÏ×ÅÍ V ⊂ Y ÏÔËÒÙÔÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ V = Y ∩ U
ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (ÓËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ, ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ!) ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ X.

ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × Y ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ∅ = Y ∩∅ É Y = Y ∩X ÏÔËÒÙÔÙ. åÓÌÉ V� = Y ∩U�, ÇÄÅ U� ⊂ X ÏÔËÒÙÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �, ÔÏ
É ⋃

� V� = ⋃
�(Y ∩ U�) = Y ∩⋃

� U� ÏÔËÒÙÔÏ. åÓÌÉ V1 = Y ∩ U1, V2 = Y ∩ U2, ÇÄÅ U1; U2 ⊂ X ÏÔËÒÙÔÙ, ÔÏ
V1 ∩ V2 = Y ∩ (V1 ∩ V2) ÏÔËÒÙÔÏ.

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÕÓÔØ X = R, Y def= [a; b] ⊂ X. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!), ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ⊂ [a; b]
ÏÔËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÏ, ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ) ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× (p; q) ⊂ [a; b]
É ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× [a; q) É (p; b].

2. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y Ä×ÕÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ-

×ÏÌØÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ Y ÅÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f−1(U) def= {a ∈ X | f(a) ∈ U} ⊂ X ÔÁËÖÅ ÏÔËÒÙÔ.
ðÒÉÍÅÒ 6. åÓÌÉ X | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÉÌÉ Y | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÓËÌÅÅÎÎÙÈ
ÔÏÞÅË, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ

ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ X = Y = R, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÎÑ-
ÔÉÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ: f : R→ R ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a ∈ R É ÌÀÂÏÇÏ " > 0
ÓÕÛÅÓÔ×ÕÅÔ � > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ |x− a| < �, ÔÏ |f(x)− f(a)| < ".

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, É " > 0. íÎÏÖÅÓÔ×Ï (f(a) − "; f(a) + ") ⊂ R ÏÔËÒÙÔÏ (ÜÔÏ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ U = f−1((f(a) − "; f(a) + ")) ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÏÔËÒÙÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ a ∈ U ,
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ � > 0, ÞÔÏ (a − �; a + �) ⊂ U . üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ (a − �; a + �), ÔÏ ÅÓÔØ
×ÓÑËÏÇÏ x ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ |x− a| < �, ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ f(x) ∈ (f(a) − "; f(a) + "), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|f(x)− f(a)| < ".

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ f | ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, É U ⊂ R| ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É ÐÕÓÔØ a ∈ f−1(U) (ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ a ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ f−1(U) = ∅ ÏÔËÒÙÔÏ). ôÏÇÄÁ f(a) ∈ U ;
ÐÏÓËÏÌØËÕ U ÏÔËÒÙÔÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ (a − "; a + ") ⊂ U . ÷ ÓÉÌÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ (a − �; a + �), ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |f(x)− f(a)| < ", ÔÏ ÅÓÔØ
×ËÌÀÞÅÎÉÅ f(x) ∈ (f(a)− "; f(a) + ") ⊂ U . ïÔÓÀÄÁ (a− �; a+ �) ⊂ f−1(U), É f−1(U) ÏÔËÒÙÔÏ. ¤

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : A→ B É g : B → C ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ, ÔÏ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ g ◦ f : A→ C
ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.
îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× f : X → Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ

ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ Y ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ X ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(b) = a.
ìÅÍÍÁ 3. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏ,
Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : Y → X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ g ◦ f = idX , f ◦ g = idY . åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ g = f−1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ | ÐÒÏÓÔÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ,

ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ô.Å. ÏÂÒÁÔÉÍÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 3) É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f−1 :
Y → X ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: f ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÐÒÏÏÂÒÁÚ f−1(U) ⊂ X ÌÀÂÏÇÏ
ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ Y ÏÔËÒÙÔ É ÏÂÒÁÚ f(V ) ⊂ Y ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V ⊂ X ÏÔËÒÙÔ.
ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÍÉ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. çÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÐÒÏÓÔÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ; ÓÒÁ×ÎÉÔÅ ÅÇÏ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÌÅËÃÉÉ 1.



ðÒÉÍÅÒ 7. ëÒÕÇ 
 def= {(x; y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ Ë×ÁÄÒÁÔÕ Q def= {(x; y) ∈ R2 | −1 ≤ x; y ≤ 1} (É
ÔÏ, É ÄÒÕÇÏÅ | Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á R2). çÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ f : 
 → Q:

f(x; y) =
{√

1 + y2(x; y); |y| ≤ |x| ;√
1 + x2(x; y); |y| ≥ |x| :

ïÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f−1 : Q→ 
:

f(x; y) =





1√
1+y2

(x; y); |y| ≤ |x| ;
1√

1+x2 (x; y); |y| ≥ |x| :
ïÂÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ (ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÓÍ. × ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ).

çÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙ: ÅÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
(Ô.Å. ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× É ÎÅÐÒÅÒÙ×-
ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ) ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÔÏ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÅÍÕ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.
ðÒÉÍÅÒ 8. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Q ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 7 ×ÅÒÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÜÒÁ (ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ × ÌÅËÃÉÉ 1 ÄÌÑ
ËÒÕÇÁ). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ h : Q→ Q | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f−1 ◦h◦f :

 → 
; ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1, ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÁÕÜÒÁ ÄÌÑ ËÒÕÇÁ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ
ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ c ∈ 
 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ (f−1 ◦ h ◦ f)(c) = c, ÔÏ ÅÓÔØ f−1(h(f(c))) = c. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë
ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f É ÐÏÌÕÞÉÍ h(f(c)) = f(c) | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, f(c) ∈ Q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ h. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ É ÅÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÜÒÁ.


