
Äîìàøíèé ýêçàìåí (ñäà¼òñÿ äî 18.12.18)

Çàäà÷à 1. à) Îïèøèòå âñå äâóõñòîðîííèå èäåàëû êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè â U(sl(2)). Â êà÷åñòâå îòâåòà
îæèäàåòñÿ ÷òî-òî òèïà ðàçáèåíèÿ. (Ïîäñêàçêà: êàòåãîðèÿ êîíå÷íîìåðíûõ sl(2)-ìîäóëåé ïîëóïðîñòà).
á) Äîêàæèòå, ÷òî U(sl(2))[e−1] ∼= C[x, 1x , ∂x; z], ãäå [z, x] = 0 è [z, ∂x] = 0.
â) Èñïîëüçóÿ á), äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé äâóõñòîðîííèé èäåàë â U(sl(2)) èìååò âèä p(z)J , ãäå J � ýòî
èäåàë êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè â U(sl(2)), p � ìíîãî÷ëåí îò îäíîé ïåðåìåííîé, z = h2 + 2(ef + fe).
ã) Îáúÿñíèòå êîãäà èäåàëû èç â) ðàâíû.

Çàäà÷à 2. Ñêîëüêî åñòü íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ó ìíîãîîáðàçèÿ íèëüïîòåíòíûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ
ìàòðèö 6 íà 6 ñ æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìîé, çàäàâàåìîé ðàçáèåíèåì 3, 2, 1? (Êîììåíòàðèé: â
ëåêöèÿõ îòâåò äàí áåç äîêàçàòåëüñòâà, à â ýêçàìåíå ÿ äîêàçàòåëüñòâî õî÷ó óâèäåòü)

Çàäà÷à 3. Îïèøèòå âñå ñòàðøèå âåñà äëÿ h ⊂ b ⊂ sl(10), äèàãðàììûÞíãà, ñîîòâåòñòâóþùèå êîòîðûì
à) è á):

à) ñîäåðæàò íå áîëåå 2 ñòðîê â ñóììå,
á) îäíà èç ýòèõ ñòðîê èìååò äëèíó 1.

Êàê ýòè âåñà ðàçáèâàþòñÿ íà ëåâûå êëåòêè? Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â ýòèõ êëåòêàõ?

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå ïîëèíîìû Êàæäàíà-Ëþñòèãà äëÿ B2 = C2.

Çàäà÷à 5.* Êàêèå èç ìîäóëåé ñòàðøåãî âåñà, çàäàííûõ âåñàìè èç çàäà÷è 3, ëåæàò â áëîêå O0? Êàê íà
ýòèõ ìîäóëÿõ äåéñòâóþò ïðîåêòèâíûå ôóíêòîðû F0,wρ−ρ, w ∈ W? (Ïîäñêàçêà: ëþáîé íåðàçëîæèìûé
ïðîåêòèâíûé ôóíêòîð åñòü êîìïîçèöèÿ ôóíêòîðîâ òðàíñëÿöèè, à ïðî ôóíêòîðû òðàíñëÿöèè ìíîãî
÷åãî ïîëåçíîãî íàïèñàíî â Õàìôðèñå)

Çàäà÷à 6. à) Âûïèøèòå ëåâûå, ïðàâûå, äâóõñòîðîííèå êëåòêè áëîêà O0 àëãåáðû Ëè sl(4)). (ß îæèäàþ
óâèäåòü â âèäå îòâåòà íåñêîëüêî òàáëèö (äâóõñòîðîííèõ êëåòîê), ñòðîêè â êîòîðûõ � ýòî ëåâûå êëåòêè,
à ñòîëáöû � ïðàâûå).
á) Âûäåëèòå âíóòðè ñâîåãî îòâåòà ïðîñòûå ìîäóëè, ñîîòâåòñòâóþùèå èíâîëþöèÿì â ãðóïïå Âåéëÿ.
â) Îáúÿñíèòå êàê èíòåðïðåòèðîâàòü îáîáù¼ííûé τ -èíâàðèàíò êàê ðàñêðàøåííûé ãðàô ñ âûäåëåííîé
âåðøèíîé. Êàêèå ïðèìèòèâíûå èäåàëû èç à) ðàçäåëÿþòñÿ τ -èíâàðèàíòîì, à êàêèå íå ðàçäåëÿþòñÿ?
Êàêèå ïðèìèòèâíûå èäåàëû èç à) ðàçäåëÿþòñÿ îáîáù¼ííûì τ -èíâàðèàíòîì, à êàêèå íå ðàçäåëÿþòñÿ?

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå áàçèñíûå àëãåáðû âñåõ áëîêîâ êàòåãîðèè O äëÿ sl(2). (Ñîâåò: èñïîëüçóéòå íàóêó
ïðî ôóíêòîðû òðàíñëÿöèè è Õàìôðèñà)

Çàäà÷à 8. Óêàæèòå àëãåáðó Ëè g è λ ∈ h∗, äëÿ êîòîðûõ ïàðà ôóíêòîðîâ ëîêàëèçàöèÿ-ãëîáàëüíûå
ñå÷åíèÿ

U(g)/mλ ↔ Dλ(G/B)

íå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ êàòåãîðèé.

Çàäà÷à 9. Îáîçíà÷èì ÷åðåç àëãåáðó äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ C[x1, ..., x10, ∂1, ..., ∂10]. Îáîçíà-
÷èì C[x1, 1

x1
, ..., x10,

1
x10

] ÷åðåç M . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ D-ìîäóëåì.

à) Íàéäèòå âñå ïðîñòûå D-ïîäôàêòîðû M .
á) Ïðîâåðüòå, ÷òî îòîáðàæåíèå α : eij −→ xi∂j ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ U(sl(10)) −→ D (òàêèì
îáðàçîì, ëþáîé D-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ òàêæå è sl(10)-ìîäóëåì).
â) Ïðîâåðüòå, ÷òî âñå ïîäôàêòîðû èç à) ïðîñòû êàê sl(10)-ìîäóëè.
ã) Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïîäôàêòîðû èç à) ÿâëÿþòñÿ ìîäóëÿìè ñòàðøåãî âåñà äëÿ ïîäõîäÿùåé áîðåëåâ-
ñêîé ïîäàëãåáðû b ⊂ sl(10).
ä) Èñïîëüçóþ ýòî, äîêàæèòå, ÷òî àííóëÿòîðû ìîäóëåé ñòàðøåãî âåñîâ, çàäàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

−1, ...,−1(i øòóê ), (i− 10), 0, 0, ...(9− i øòóê), 0 ≤ i ≤ n− 1,

ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ i ≤ n− 1.

Ãóãëåíèå, ÷òåíèå òåõ èëè èíûõ ñòàòåé èëè êíèã, à òàê æå ñîâåùàíèå ñ òåìè èëè èíûìè ëþäüìè �
ïðèâåòñòâóåòñÿ. Íî ïèñàòü âñ¼ íàäî � ñâîèìè ðóêàìè.

Óäà÷è!
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