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Âûïóêëàÿ ãåîìåòðèÿ

8�1. Ïóñòü C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, . . . , en ê áàçèñó e
′
1, . . . , e

′
n ïðîñòðàíñòâà V . Íàéäè-

òå ìàòèöó ïåðåõîäà îò ñîïðÿæ¼ííîãî áàçèñà ε1, . . . , εn ê ñîïðÿæ¼ííîìó áàçèñó ε′1, . . . , ε
′
n ïðîñòðàí-

ñòâà V ∗.

8�2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè V áåñêîíå÷íîìåðíî, òî ïðîñòðàíñòâà V è V ∗ íåèçîìîðôíû.

8�3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî C ⊂ A(V ) âûïóêëî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âìåñòå ñ ëþáûìè

òî÷êàìè x 1, . . . , x k îíî ñîäåðæèò ñèìïëåêñ ∆(x 1, . . . , x k).

8�4. Óáåäèòåñü ÿâíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ âíóòðåííîñòü ñèìïëåêñà íåïóñòà.

8�5. Âåðíî ëè, ÷òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà çàìêíóòà?

8�6 (ñóììà Ìèíêîâñêîãî). Äëÿ ìíîæåñòâ S1, S1 ⊂ A(V ) ìíîæåñòâî

S1 + S2 := {x 1 + x 2 : x 1 ∈ S1, x 2 ∈ S2}

íàçûâàåòñÿ èõ ñóììîé Ìèíêîâñêîãî. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

à) conv(S1 + S2) = convS1 + convS2 äëÿ ëþáûõ S1, S2;

á) åñëè C1, C2 � âûïóêëûå ìíîæåñòâà, òî C1 + C2 òàêæå âûïóêëî;

â) åñëè C1, C2 � âûïóêëûå ìíîæåñòâà, òî ri(C1 + C2) = riC1 + riC2.

8�7 (òåîðåìà Êàðàòåîäîðè). Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊂ A(V ) ñ dim aff S = k åãî âûïóêëàÿ

îáîëî÷êà convS ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé íå áîëåå ÷åì k + 1 òî÷åê èç S.

8�8 (òåîðåìà Ðàäîíà). Ïóñòü S = {x 1, . . . , x k} � ìíîæåñòâî èç k > n+2 òî÷åê ïðîñòðàíñòâà A(V ),

ãäå dimV = n. Òîãäà S ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîä-

ìíîæåñòâ, S = S1 t S2, òàêèõ ÷òî convS1 ∩ convS2 6= ∅.

8�9 (òåîðåìà Õåëëè). Ïóñòü (Ci)i∈I � íàáîð èç |I| > n+1 âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â A(V ), dimV = n.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) ëþáûå n + 1 èç ìíîæåñòâ Ci èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå; á) âñå ìíîæåñòâà Ci èìåþò íåïóñòîå

ïåðåñå÷åíèå.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè |I| <∞, òî à)⇒á).

Óêàçàíèå. Ïðîâåäèòå èíäóêöèþ ïî |I|, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ðàäîíà.

Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå, ÷òî â ñëó÷àå |I| =∞ èìïëèêàöèÿ à)⇒á) óæå íåâåðíà.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå ìíîæåñòâà Ci çàìêíóòû è õîòÿ áû îäíî èç íèõ êîìïàêòíî, òî èìïëèêàöèÿ

à)⇒á) ñïðàâåäëèâà áåç îãðàíè÷åíèé íà I.

8�10. Ïóñòü (Ci)i∈I � íàáîð âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â A(V ). Äîêàæèòå, ÷òî conv(
⋃

i∈I Ci) ñîâïàäàåò ñ

ìíîæåñòâîì âñåõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé λ1x i1 + . . .+ λkx ik , ãäå x ij ∈ Cij .

8�11. Ïóñòü C1, C2 � âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Ãîâîðÿò, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü H ðàçäåëÿåò C1 è C2,

åñëè C1 ⊂ H−, C2 ⊂ H+ è õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ C1, C2 íå ñîäåðæèòñÿ â H. Äîêàæèòå, ÷òî

ãèïåðïëîñêîñòü, ðàçäåëÿþùàÿ C1 è C2, ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà riC1∩riC2 = ∅.

Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå âûïóêëîå ìíîæåñòâî C = C1 − C2 è èñïîëüçóéòå çàäà÷ó 8�6.

8�12. Ïóñòü C1, C2 � âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Ãîâîðÿò, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü H(a , b) ñèëüíî ðàçäåëÿåò

C1 è C2, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 îáå ãèïåïëîñêîñòè H(a , b − ε) è H(a , b + ε) ðàçäåëÿþò C1 è C2.

Äîêàæèòå, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü, ñèëüíî ðàçäåëÿþùàÿ C1 è C2, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

0 /∈ C1 − C2.

Óêàçàíèå. Âíà÷àëå ðàññìîòðèòå ñëó÷àé, êîãäà C2 � òî÷êà.

Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, îäíî èç

êîòîðûõ êîìïàêòíî, ñóùåñòâóåò ñèëüíî ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü.


