
ÍÌÓ, Ãåîìåòðèÿ ëèñòîê 4, 14 îêòÿáðÿ 2017 ã.

Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà II

4�1. Îáîñíóéòå ¾ãåîìåòðè÷åñêèå¿ îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèé â R2 è R3:

áàçèñ a , b â R2 ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óãîë îò a äî b ìåíüøå π,

(êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò a ê b ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè);

áàçèñ a , b, c â R3 ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà, åñëè ñìîòðåòü ñ êîíöà

âåêòîðà c, êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò a ê b ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

4�2. Ñòîðîíû BC, CA è AB òðåóãîëüíèêà ABC ðàçäåëåíû òî÷êàìè P , Q è R â îòíîøåíèÿõ

BP : PC = λ,CQ : QA = µèAR : RB = ν.

Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùàäè îðèåíòèðîâàííîãî òðåóãîëüíèêà PQR ê ïëîùàäè îðèåíòèðîâàííîãî òðå-

óãîëüíèêà ABC.

4�3. Äîêàæèòå, ÷òî S(a , b) = |a ||b| sinα, ãäå α � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a è b. Äîêàæèòå, ÷òî â R2

ýòà ôîðìóëà òàêæå äà¼ò îðèåíòèðîâàííóþ ïëîùàäü, åñëè â êà÷åñòâå α áðàòü óãîë îò a äî b.

4�4. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:
à) [a , [b, c]] = b(a , c)− c(a , b); á) [a , [b, c]] + [b, [a , c]] + [c, [a , b]] = 0 (òîæäåñòâî ßêîáè);

â) ([a , b], [b, c], [c,a ]) = (a , b, c)2; ã) ([a , b], [c,d ]) + ([a , c], [d , b]) + ([a ,d ], [b, c]) = 0;

ä) (a , b, c)(x , y , z ) =

∣∣∣∣∣∣
(a , x ) (b, x ) (c, x )

(a , y) (b, y) (c, y)

(a , z ) (b, z ) (c, z )

∣∣∣∣∣∣ .
4�5. Â òð¼õãðàííîì óãëå OABC ïóñòü äàíû ïëîñêèå óãëû ∠BOC = α, ∠COA = β, ∠AOB = γ è

ïðîòèâîëåæàùèå èì äâóãðàííûå óãëû A, B, C. Äîêàæèòå ôîðìóëû ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè:

à) òåîðåìà ñèíóñîâ:
sinα

sinA
=

sin β

sinB
=

sin γ

sinC
;

á) òåîðåìà êîñèíóñîâ:

sinα sin γ cosB = cos β − cosα cos γ,

sinA sinC cos β = cosB + cosA cosC.

4�6. Äàíû äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå A1x+B1y+C1 = 0 è A2x+B2y+C2 = 0 è òî÷êà (x0, y0), íå

ëåæàùàÿ íè íà îäíîé èç ýòèõ ïðÿìûõ. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå áèññåêòðèññû òîãî óãëà ìåæäó ïðÿìûìè,

â êîòîðîì ëåæèò ýòà òî÷êà.

4�7. Äàíû äâå ïðÿìûå 2x− y − 1 = 0 è 11x+ 2y + 8 = 0.

à) Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå áèññåêòðèññû îñòðîãî óãëà ìåæäó ïðÿìûìè.

á) Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå áèññåêòðèññû òîãî óãëà ìåæäó ïðÿìûìè, â êîòîðîì ëåæèò òî÷êà (1, 2).

4�8. Äàíû äâå ïðÿìûå: `1 : x+ y = 0 è `2 : x− 2y+6 = 0. Íàéäèòå òàêóþ ïðÿìóþ `3, ÷òî `2 ÿâëÿåòñÿ

áèññåêòðèññîé óãëà ìåæäó `1 è `3.

4�9. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x1, y1, z1) è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïðÿ-

ìîé x−x0

a = y−y0
b = z−z0

c .

4�10. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè (x1, y1, z1) íà

à) ïëîñêîñòü Ax+By + Cz +D = 0; á) ïðÿìóþ x−x0

a = y−y0
b = z−z0

c .

4�11. Íàéäèòå óðàâíåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷êè P = (1,−1, 2) íà ïðÿìóþ

` : x
2 = y−2

1 = z+1
−1 è íàéäèòå ðàññòîÿíèå d(P, `).
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4�12. Íàéäèòå òî÷êó, à) ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå (1, 3,−4) îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè 3x+ y − 2z = 0;

á) ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå (1, 2, 3) îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x−8
1 = y−11

3 = z−4
−1 .

4�13. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè ïðÿìîé x−1
3 = y+1

2 = z−2
1 íà ïëîñêîñòü

5x+ 6y − 2z + 1 = 0.

4�14. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê äâóì ïðÿìûì x
1 = y+4

3 = z
2 è x−3

2 = y+2
−3 = z+3

−2 .

4�15. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê äâóì ïðÿìûì x−1
8 = y−2

4 = z−3
1 è x + y =

= 1, x + 2y + 2z = −1, íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè è òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îáùåãî

ïåðïåíäèêóëÿðà ñ ýòèìè ïðÿìûìè.

4�16. Â îðèåíòèðîâàííîì åâêëèäîâîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îáîáù¼ííûì âåêòîðíûì ïðîèçâåäå-

íèåì óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà èç n − 1 âåêòîðà a1, . . . ,an−1 íàçûâàåòñÿ âåêòîð c, îáîçíà÷àåìûé

[a1, . . . ,an−1] è îäíîçíà÷íî çàäàâàåìûé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) |c| = voln−1(a1, . . . ,an−1);

2) (a i, c) = 0 ïðè i = 1, . . . , n− 1;

3) åñëè âåêòîðû a1, . . . ,an−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî áàçèñ a1, . . . ,an−1, c ïîëîæèòåëüíî îðèåí-

òèðîâàí.

Äîêàæèòå, ÷òî îáîáù¼ííîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîëèëèíåéíî (ëèíåéíî ïî êàæäîìó àðãóìåíòó a i)

è êîñîñèììåòðè÷íî (ìåíÿåò çíàê è ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ a i è aj).


