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Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

1�1. Ìîæíî ëè çàäàòü ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà

à) íàä êàêèì-ëèáî ïîëåì íà àáåëåâîé ãðóïïå Z öåëûõ ÷èñåë;

á) íàä R íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ R ñî ñëåäóþùåé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû: λ · u = λ2u;

â) íàä R íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ R ñî ñëåäóþùåé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû: λ · u = λ3u?

1�2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü R êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Q, òî âåêòîðû 1 è ξ èç R
ëèíåéíî íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξ èððàöèîíàëüíî.

1�3. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå R̂∞ âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

íå ñóùåñòâóåò ñ÷¼òíîãî áàçèñà.

1�4. Ïðèíàäëåæèò ëè ÷èñëî 6
√
2 ëèíåéíîé îáîëî÷êå ÷èñåë 1,

√
2 è 4
√
2 íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë?

1�5. Ïóñòü U, V,W � ïîäïðîñòðàíñòâà â Rn, ïðè÷¼ì U ∩ V = V ∩W = U ∩W = {0}. Âåðíî ëè, ÷òî

dim(U + V +W ) = dimU + dimV + dimW?

1�6 (ïðÿìàÿ ñóììà äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ).

Ñóììà V1+V2 ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé (îáîçíà÷åíèå: V1⊕V2), åñëè äëÿ

ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V1+V2 ïðåäñòàâëåíèå v = v1+v2, ãäå v1 ∈ V1 è v2 ∈ V2, åäèíñòâåííî. Äîêàæèòå
ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ óñëîâèé äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ V1, V2:

à) ñóììà V1 + V2 ïðÿìàÿ; á) V1 ∩ V2 = {0}.
â) åñëè 0 = v1 + v2, ãäå v1 ∈ V1 è v2 ∈ V2, òî v1 = v2 = 0; ã) dimV1 + dimV2 = dim(V1 + V2);

1�7 (ïðÿìàÿ ñóììà íåñêîëüêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ).

Ñóììîé íåñêîëüêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ V1, . . . , Vn ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà èõ

îáúåäèíåíèÿ:

V1 + . . .+ Vn = 〈V1 ∪ . . . ∪ Vn〉.

Ñóììà V1 + . . . + Vn íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé, åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V1 + . . . + Vn ïðåäñòàâëåíèå

v = v1 + . . .+ vn, ãäå v i ∈ Vi, åäèíñòâåííî.
Óáåäèòåñü, ÷òî óñëîâèÿ Vi∩Vj = {0} ïðè 1 6 i < j 6 n íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû

ñóììà V1 + . . .+ Vn áûëà ïðÿìîé. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

à) ñóììà V1 + . . .+ Vn ïðÿìàÿ;

á) Vi ∩ (V1 + . . .+ Vi−1 + Vi+1 + . . .+ Vn) = {0} äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n;

â) Vi ∩ (Vi+1 + . . .+ Vn) = {0} äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n− 1;

ã) åñëè 0 = v1 + . . .+ vn, ãäå v i ∈ Vi, òî v1 = . . . = vn = 0;

ä) dimV1 + . . .+ dimVn = dim(V1 + . . .+ Vn).

1�8. Ñîñòàâüòå ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ñèñòåìû âåêòîðîâ:

à) (1, 1, 1, 1), (1, 2, 1, 3); á) (1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 3), (3,−5, 7, 2), (1,−7, 5,−2).

1�9. Íàéòè ðàçìåðíîñòè è áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ L1 è L2:

à) L1 = 〈(1, 2, 3), (4, 3, 1), (2,−1,−5)〉, L2 = 〈(1, 1, 1), (−3, 2, 0), (−2, 3, 1)〉;
á) L1 : x1 + x2 − x3 + x4 − x5 = 0, L2 = 〈(1, 1, 1, 1, 1), (1, 0,−1, 1,−1), (0, 1,−1,−1, 1), (−2, 1, 0, 1,−1)〉;

â) L1 :

{
x1 + x3 + x4 − x5 = 0,

x2 − x4 = 0,
L2 :

{
x3 + 2x4 = 0,

x1 − x2 − x5 = 0.

1�10. Äîêàæèòå, ÷òî áàçèñû e è e
′ îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò

äåôîðìàöèÿ e(t) áàçèñà e , äëÿ êîòîðîé e(1) = e
′.


