
îíõ, ïóåîø 2017 ç. éúâòáîîùå ÷ïðòïóù ëïíâéîáôïòéëé

ìåëãéñ 5

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. íÁÔÒÉÞÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÄÅÒÅ×ØÑÈ ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ{âÉÎÅ.

÷ÏÚØÍÅÍ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ{âÉÎÅ eij = ui − uj É �ij = uj , ÇÄÅ 1 ≤ i 6= j ≤ n (É ÔÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ N = n(n − 1)), Á u1; : : : ; un, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × Rn. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P
ÌÉÎÅÊÎÙÊ: P = ∑

1≤i 6=j≤n wijxij , Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ wij . îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ M =
P (M [e11; �11]; : : : ;M [enn; �nn]) × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÔÁË: ÐÒÉ i 6= j ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (i; j) (×ÎÅÄÉÁÇÏ-
ÎÁÌØÎÙÊ) ÒÁ×ÅÎ −wij , Á ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (i; i) (ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ) ÒÁ×ÅÎ ∑j 6=i wij . ôÁËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÍÁÔÒÉÃÅÊ ìÁÐÌÁÓÁ.

æÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ{âÉÎÅ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ �k ÐÒÉ n−k-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ × ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ × ÓÌÕÞÁÅ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÄÁÅÔ:

�k =
∑

F
wi1j1 : : : wikjk detA(F );

ÇÄÅ F | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ 1; : : : ; n É ÒÅÂÒÁÍÉ (i1; j1); : : : ; (ik; jk), Á A(F ) | ÍÁÔÒÉÃÁ Ó
ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ (ujp ; uiq − ujq ), p; q = 1; : : : ; k. ðÕÓÔØ × ÇÒÁÆÅ F ÉÍÅÅÔÓÑ ÃÉËÌ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÒÉ-
ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ!), ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ i1; : : : ; is. ëÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ × ÃÉËÌÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÌÉÂÏ ×ÅËÔÏÒ eikik+1 = uik − uik+1 , ÌÉÂÏ ×ÅËÔÏÒ eik+1ik = −eikik+1 , × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÒÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ
ÓÕÍÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× ×ÄÏÌØ ÃÉËÌÁ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ ÄÁÅÔ (ui2 −ui1) + (ui3 −ui2) + · · ·+ (uis −ui1) = 0.
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ × ÍÁÔÒÉÃÅ A(F ) ÓÕÍÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÔÏÌÂÃÏ× ÓÏ ÚÎÁËÁÍÉ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÁË ÞÔÏ detA(F ) = 0. ïÔÓÀÌÁ
×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ËÌÁÄ �k ÄÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÇÒÁÆÙ F ÂÅÚ ÃÉËÌÏ×, Ô.Å. ÌÅÓÁ Ó k ÒÅÂÒÁÍÉ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ × ÇÒÁÆÅ F ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ j, × ËÏÔÏÒÕÀ ×ÈÏÄÉÔ Ä×Á ÒÅÂÒÁ, (i1; j) É (i2; j). ôÏÇÄÁ �i1j =
�i2j = uj , ÔÁË ÞÔÏ × ÍÁÔÒÉÃÅ A(F ) ÉÍÅÅÔÓÑ Ä×Å ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÒÏËÉ, É detA(F ) = 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ËÌÁÄ ×
�k ×ÎÏÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÌÅÓÁ F , Ô.Å. ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ ÂÅÚ ÃÉËÌÏ×, ÇÄÅ ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ (× ÎÅÅ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ), ÌÉÂÏ × ÎÅÅ ×ÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ.

óÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÒÅÂÒÕ d ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÌÅÓÁ ×ÅÒÛÉÎÕ d+, × ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎÏ ×ÈÏÄÉÔ, ÍÙ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÉÍ
ÉÎßÅËÃÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÅÂÅÒ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ. ðÏÓËÏÌØËÕ × ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÌÅÓÁ ÄÏÌÖÅÎ
ÂÙÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÓÔÏÞÎÉË (××ÉÄÕ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÃÉËÌÏ×), Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ × ÌÅÓÅ ÒÁ×ÎÏ
n− �0(G), × ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÌÅÓÁ ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÉÓÔÏÞÎÉË.

ðÕÓÔØ F | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÌÅÓ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÒÅÂÒÁ (ij) É (jk). åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÒÅÂÒÏ (jk) ÎÁ ÒÅÂÒÏ (ik), ÔÏ
ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ F ′ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÌÅÓÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ eik = ui−uk = ui−uj+uj−uk = eij+ejk,
ÍÁÔÒÉÃÁ A(F ′) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ A(F ) ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ | ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÔÏÌÂÃÏ× ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÓÕÍÍÕ
ÓÅÂÑ É ÄÒÕÇÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ detA(F ′) = detA(F ). ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÍÏÖÎÏ
ÐÒÅ×ÒÁÔÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÌÅÓ × ÎÁÂÏÒ \ËÕÓÔÏ×" | ÇÒÁÆÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁ-ÉÓÔÏÞÎÉË ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ
ÒÅÂÒÁÍÉ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (É ÂÏÌØÛÅ ÒÅÂÅÒ ÎÅÔ). äÌÑ \ËÕÓÔÁ"A(F ) = I É detA(F ) = 1. ïÔÓÀÄÁ
×ÙÔÅËÁÅÔ
ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÄÅÒÅ×ØÑÈ). ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ �k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÍÁÔÒÉÃÙ
M ÒÁ×ÅÎ (−1)n−k∑wi1j1 : : : wikjk , ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ (i1j1); : : : ; (ikjk) ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ Ó
×ÅÒÛÉÎÁÍÉ 1; : : : ; n É ÒÅÂÒÁÍÉ (i1j1); : : : ; (ikjk) | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÌÅÓ.
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