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ìåëãéñ 4

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. æÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ{âÉÎÅ: ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÁË ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÒÁÎÇÁ 1.

ðÕÓÔØ e ∈ Rn | ×ÅËÔÏÒ, Á � ∈ Rn | ËÏ×ÅËÔÏÒ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M [e; �] : Rn → Rn,
ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ M [e; �(v) = 〈�; v〉e. åÓÌÉ e 6= 0 É � 6= 0, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M [e; �] ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ 1. ïÂÒÁÔÎÏ,
ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Rn → Rn ÒÁÎÇÁ 1 ÅÓÔØ M [e; �] ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ e É �, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó
ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ e 7→ te, � 7→ �=t Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ t 6= 0.

ðÕÓÔØ P | ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔN ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉm, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ P (x1; : : : ; xN ) =∑m
s=1

∑
1≤i1;:::;is≤N ci1;:::;isxi1 : : : xis (ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ P ÎÅ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ). ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ

G | ÇÒÁÆ Ó N ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ P ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ×ÅÓ WP ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ

WP (a; b) =
m∑
s=1

∑

i1;i2;:::;is
i1=a;is=b

ci1;:::;is〈�i2 ; ei1〉〈�i3 ; ei2〉 : : : 〈�is ; eis−1〉;

ÇÄÅ a; b = 1; : : : ; N . äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ 1; : : : ; N ×ÅÓ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(1) WP (G) =
k∏

i=1
WP (d−i ; d+

i ) · det(〈�d−p ; ed+
q
〉)kp;q=1:

úÄÅÓØ d1; : : : ; dk | ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ G, É ÒÅÂÒÏ d ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ×ÅÒÛÉÎÕ d− Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ d+. ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ
ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ ÂÙÌÉ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ; ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÔ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ
ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ. ïÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÒÅÂÅÒ, ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ: ÐÏÓËÏÌØËÕ P | ÎÅËÏÍÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ×ÅÓÁ
WP (a; b) É WP (b; a) × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÉËÁË ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÙ, É ÓÍÅÎÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÒÅÂÅÒ ÍÅÎÑÅÔ ×ÅÓ ÇÒÁÆÁ G.

ðÕÓÔØ e1; : : : ; eN ∈ Rn | ×ÅËÔÏÒÙ, �1; : : : ; �N ∈ Rn | ËÏ×ÅËÔÏÒÙ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M def=
P (M [e1; �1]; : : : ;M [eN ; �N ]).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ charM (t) = ∑n
k=0(−1)k�ktn−k | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ M . ôÏÇÄÁ

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ �k ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ∑
G∈Dk �P (G), ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ Dk ÇÒÁÆÏ× Ó

×ÅÒÛÉÎÁÍÉ 1; : : : ; N É k ÒÅÂÒÁÍÉ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ | ÌÉÂÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ
ÃÉËÌ, ÌÉÂÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÕÔØ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÆÏ× Dk ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ (ÉÌÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ), ÐÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÁÎÁÌÏÇÉÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ u1; : : : ; un ∈ Rn | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ; ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÎÄÅËÓÏ×
1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ N . ôÏÇÄÁ k-Ñ ×ÎÅÛÎÑÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ M ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

M∧k(uj1 ∧ · · · ∧ ujk) = (Muj1) ∧ · · · ∧ (Mujk) =

=
m∑

s1;:::;sk=1

∑

1≤q≤k
1≤t≤sq

1≤i(q)t ≤N

k∏
q=1

(
ci(q)1 :::i(q)sq

sq∏
r=2

〈�i(q)r ; ei(q)r−1
〉
) k∏
q=1

〈�i(q)1
; ujq 〉 × ei(1)

s1
∧ · · · ∧ ei(k)

sk
=

=
m∑

s1;:::;sk=1

∑

1≤q≤k
1≤t≤sq

1≤i(q)t ≤N
i(1)
s1 <···<i

(k)
sk

k∏
q=1

(
ci(q)1 :::i(q)sq

sq∏
r=2

〈�i(q)r ; ei(q)r−1
〉
) ∑

�∈Sk
(−1)sgn(�)

k∏
q=1

〈�i(q)1
; uj�(q)〉 × ei(1)

s1
∧ · · · ∧ ei(k)

sk

1



(Sk | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÉÎÄÅËÓÏ× 1; : : : ; k; sgn(�) = ±1 | ÞÅÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ∈ Sk). ïÔÓÀÄÁ
×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁÔÒÉÃÙ Mk (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ uj1 ∧ · · · ∧ ujk × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÍÕÌØÔÉ-
×ÅËÔÏÒÁ M∧k(uj1 ∧ · · · ∧ ujk) ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ) ÒÁ×ÅÎ

m∑
s1;:::;sk=1

∑

1≤q≤k
1≤t≤sq

1≤i(q)t ≤N
i(1)
s1 <···<i

(k)
sk

k∏
q=1

(
ci(q)1 :::i(q)sq

sq∏
r=2

〈�i(q)r ; ei(q)r−1
〉
)

det(〈�i(q)1
; ujr 〉)kq;r=1 × det(〈ujr ; ei(q)sq 〉)

k
q;r=1:

óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó ÓÏÂÌÀÄÅÎÉÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ i(1)
s1 < · · · < i(k)

sk ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÀ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÎÅÕÐÏÒÑ-
ÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× {i(1); : : : ; i(k)} ÉÚ k ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏ×. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

(2) �k = TrM∧k =
m∑

s1;:::;sk=1

∑

{i(1);:::;i(k)}:
i(q)=(i(q)1 ;:::;i(q)sq )

1≤i(q)t ≤N;
1≤q≤k;1≤i≤sq

k∏
q=1

(
ci(q)1 :::i(q)sq

sq∏
r=2

〈�i(q)r ; ei(q)r−1
〉
)

det(〈�i(p)
1
; ei(q)sq 〉)

k
p;q=1

ëÁÖÄÙÊ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ i(q)1 ; : : : ; i(q)sq , 1 ≤ q ≤ k, ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ × ×ÉÄÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G
Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ 1; : : : ; N É k ÒÅÂÒÁÍÉ d1; : : : ; dk; ÒÅÂÒÏ dq ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ×ÅÒÛÉÎÙ d−q

def= i(q)1 É d+
q

def= i(q)sq . ôÏÇÄÁ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÎÄÅËÓÏ× i(q)1 ; : : : ; i(q)sq | ÐÕÔØ × ÇÒÁÆÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ×ÅÒÛÉÎÙ d−q É d+

q . ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ
ÄÌÑ �k ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ
(3) �k =

∑

G | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó k ÒÅÂÒÅÍÉ
WP (G)

åÓÌÉ × ÆÏÒÍÕÌÅ (2) ÅÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï i(q1)
1 = i(q2)

1 ÉÌÉ i(q1)
sq1 = i(q2)

sq2 ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ q1 6= q2, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ
× ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÓÔÏÌÂÃÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. ôÅÍ
ÓÁÍÙÍ ×ËÌÁÄ × ÆÏÒÍÕÌÕ (2) ÄÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÇÒÁÆÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÓÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ
É ×ÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ. ôÁËÉÅ ÇÒÁÆÙ | × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ. ¤

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ m = 1, ÔÏ ÅÓÔØ P (x1; : : : ; xN ) = c1x1 + · · · + cNxN . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
×ÓÅ ÐÕÔÉ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ×ÅÓÁ WP (a; b) ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ 1 | ÔÏ ÅÓÔØ, WP (a; b) = 0 ÐÒÉ b 6= a. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÏÄÎÏÍÅÒÎÁÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ G × ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ N ×ÅÒÛÉÎ É k ÐÅÔÅÌØ, ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ Ë
×ÅÒÛÉÎÁÍ 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ N ; ×ÅÓ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ WP (i; i) = ci. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ M = ∑N
i=1 ciM [ei; �i]. ôÏÇÄÁ charM (t) = ∑n

k=0(−1)k�ktn−k ÇÄÅ

(4) �k =
∑

{i1;:::;ik}⊂{1;:::;N}
ci1 : : : cik det

(〈eip ; �iq 〉
)k
p;q=1:

îÅÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ . ðÕÓÔØ u1; : : : ; un | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × Rn; ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÅÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ-
×ÁÎÎÙÍ (ÜÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ×ÅËÔÏÒÙ É ËÏ×ÅËÔÏÒÙ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒÙ eij É �ij , ÚÁÎÕÍÅÒÏ-
×ÁÎÎÙÅ ÐÁÒÁÍÉ ÉÎÄÅËÓÏ× i; j = 1; : : : ; n; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÁÒ (e; �) ÒÁ×ÎÏ N = n2. ïÐÅÒÁÔÏÒ
M [eij ; �ij ] | \ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÁ" ÎÁ ÍÅÓÔÅ i; j. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x11; : : : ; xnn) def= ∑n

i;j=1 cijxij , ÔÏ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ M = P (M [e11; �11]; : : : ;M [enn; �nn]) ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ cij .

óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×À 1, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ M ÒÁ×ÅÎ ∑n
k=0(−1)k�ktn−k, ÇÄÅ �k =∑ ci1j1 : : : cikjk

(〈eipjp ; �iqjq 〉
)k
p;q=1; ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× (i1; j1); : : : ; (ik; jk),

ÇÄÅ 1 ≤ is; js ≤ N , s = 1; : : : ; k. ëÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ × ×ÉÄÅ ÇÒÁÆÁ F Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ 1; 2; : : : ; n
É Ó k ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ (ÐÅÔÌÉ ÒÁÚÒÅÛÁÀÔÓÑ); ÍÁÔÒÉÃÕ, ÓÔÏÑÝÕÀ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅ, ÂÕÄÅÍ
ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ A(F ).

ðÏÓËÏÌØËÕ 〈�ij ; ekl〉 = �jk, ×ËÌÁÄ ÇÒÁÆÁ F × �k ÒÁ×ÅÎ ci1j1 : : : cikjk det(�ipjq )kp;q=1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÓÅ ip É ×ÓÅ jq
ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙ | ÉÎÁÞÅ × ÍÁÔÒÉÃÅ A(F ) ÅÓÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÓÔÏÌÂÃÙ É detA(F ) = 0. ëÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ q ÄÏÌÖÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ p def= �(q) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ jq = ip (ÉÎÁÞÅ A(F ) ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ÎÕÌÅ×ÕÀ ÓÔÒÏËÕ). åÓÌÉ ÏÂÁ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ, ÔÏ detA(F ) = (−1)sgn(�) | ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �
(ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ �k × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÏÂÙÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ×ÓÅÈ ÅÅ ÍÉÎÏÒÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ
ÒÁÚÍÅÒÁ.

éÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÁÍ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁÎÑÔÉÅ.


