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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. þÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. æÕÎËÃÉÑ íÅÂÉÕÓÁ.

þÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M (ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÎÅÔ) Ó ÏÔÎÏÝÅÎÉÅÍ ≤,
ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ

1) (ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔØ) ∀a ∈M a ≤ a
2) (ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ) ÅÓÌÉ a ≤ b ≤ c, ÔÏ a ≤ c.
3) (ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) ÅÓÌÉ a ≤ b ≤ a, ÔÏ a = b.

îÁÉÂÏÌÅÅ ÕÐÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÙÅ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒÙ:
ðÒÉÍÅÒ 1. \ðÕÓÔÏÅ" ÞÁÓÔÉÞÎÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ: a ≤ b⇐⇒ a = b.
ðÒÉÍÅÒ 2. íÎÏÖÅÓÔ×Á M = Z É M = N = Z≥0 Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÐÒÉÍÅÒ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑ-
ÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, × ËÏÔÏÒÏÍ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ: ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ a; b ÌÉÂÏ a ≤ b, ÌÉÂÏ
b ≤ a.
ðÒÉÍÅÒ 3. M = Z>0 = N \ {0}, É a ≤ b ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a.
ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÐÅÔÅÌØ É ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ, M | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ
×ÅÒÛÉÎ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ a; b ∈ M Ó×ÑÚÁÎÙ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ a ≤ b, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ a × b,
ÉÄÕÝÉÊ ÐÏ ÒÅÂÒÁÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÓÅÇÄÁ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ (ÐÕÔÉ
ÎÕÌÅ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ ÔÏÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ) É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ; ÏÎÏ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ G
ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÃÉËÌÏ×.
ðÒÉÍÅÒ 5. X | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, M = 2X | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, a ≤ b ÏÚÎÁÞÁÅÔ a ⊆ b.
ðÒÉÍÅÒ 6. M = Pn | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; : : : ; n} ÎÁ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á;
a ≤ b ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ b ÄÁÌØÎÅÊÛÉÍ ÐÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ (Ô.Å. ×ÓÑËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï | ÜÌÅÍÅÎÔ a
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á | ÜÌÅÍÅÎÔÁ b). îÁÐÒÉÍÅÒ, P3 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 5 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×:
{{1; 2; 3}}, {{1; 2}; {3}}, {{1; 3}; {2}}, {{2; 3}; {1}}, {{1}; {2}; {3}}. ðÅÒ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÂÏÌØÛÅ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ,
ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ | ÍÅÎØÛÅ ×ÓÅÈ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÒÉ ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ.

üÌÅÍÅÎÔ a ∈ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ, ÅÓÌÉ a ≤ b ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ M ; ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ b ≤ a ÔÏÌØËÏ
ÐÒÉ b = a. îÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ (ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ≤),
ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ. îÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ, Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÎÏÇÏ, ÎÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ. åÓÌÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ; ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×
×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÅÓÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ, ÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.
þÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÒÉÍÅÒÏ× 2 (c M = Z≥0), 3, 5 É 6 ÉÍÅÀÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ:

× Z≥0 ÜÔÏ 0, × Z≥1 Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÜÔÏ 1, × 2X ÜÔÏ ∅, × ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ n ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ× (ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ). ÷ ÐÒÉÍÅÒÁÈ 5 É 6 ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ
| ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, X É ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Ó ÏÄÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ. ÷ ÐÒÉÍÅÒÅ 1 ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ É
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ. ÷ ÐÒÉÍÅÒÅ 4 ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏ ÓÔÏË | ×ÅÒÛÉÎÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ×ÙÈÏÄÉÔ ÎÅ ÏÄÎÏÇÏ
ÒÅÂÒÁ, Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÔÏ ÉÓÔÏÞÎÉË | ×ÅÒÛÉÎÁ, × ËÏÔÏÒÕÀ ÎÉ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ.

þÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏ× a É b ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï [a; b] def= {x ∈ M | a ≤ x ≤ b} ËÏÎÅÞÎÏ (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, [a; b] 6= ∅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ a ≤ b). äÌÑ
ÕÄÏÂÓÔ×Á ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ [a; b) def= [a; b] \ {b}.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ C(M) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ (× ÐÒÉÎÃÉÐÅ, R ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅ-
ÎÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ), ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÙ (a; b) ∈ M ×M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ
a ≤ b. îÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ Ó×ÅÒÔËÉ, ÐÒÅ×ÒÁÝÁÀÝÁÑ ÅÇÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!) × ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÕÀ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ: (f ∗ g)(a; b) = ∑

x∈[a;b] f(a; x)g(x; b). åÄÉÎÉÃÅÊ × ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ

1(a; b) =
{

1; a = b;
0; a 6= b:

æÕÎËÃÉÀ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÕÀ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÅ (a; b); a ≤ b, ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ �(a; b).
1



ôÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎ-
ÓÔ×ÅÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ � ∈ C(M), ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ íÅÂÉÕÓÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ � ∗ � = 1. æÕÎËÃÉÑ íÅÂÉÕÓÁ
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

(1) �(a; b) =
{

1; a = b;
−∑

x∈[a;b) �(a; x); a ≤ b; a 6= b

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ � ∗ � = 1.
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ � ∈ C(M), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ (1).

úÁÆÉÓËÓÉÒÕÅÍ a ∈M É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Xa ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× b ≥ a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �(a; b) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ (1) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Xa ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË b ≥ a. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, a ∈ Xa, ÔÁË ÞÔÏ
Xa 6= ∅. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ y1 =∈ Xa, a ≤ y1. åÓÌÉ [a; y1) ⊂ Xa, ÔÏ (1) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
�(a; y1), ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÙÂÏÒÕ y1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ y2 ∈ [a; y1) \Xa. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÐÏÌÕÞÉÍ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ y1 > y2 > · · · > a, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÌÅÖÁÔ × Xa. ðÏÓËÏÌØËÕ [a; y1] | ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÁËÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÁ, É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ¤

ðÕÓÔØ M | ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ 0. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : M → R ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ I[f ] : M → R ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ I[f ](x) =∑
y≤x f(y) (ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ [0; x]).

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íÅÂÉÕÓÁ). 1) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ M ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x) =∑
y≤x �(x; y)I[f ](y).

2) åÓÌÉ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ g : M → R É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ x ∈M ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x) = ∑
y≤x �(x; y)g(y),

ÔÏ g = I[f ].
3) åÓÌÉ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ � ∈ C(M) É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : M → R ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x) =∑

y≤x �(x; y)I[f ](y), ÔÏ � = � (ÆÕÎËÃÉÑ íÅÂÉÕÓÁ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÐÕÎËÔ 1. ðÕÓÔØ f; g : M → R; ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ F;G ∈ C(M) ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ
F (0; y) = f(y), G(0; y) = g(y) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ y ∈ M É F (x; y) = 0, G(x; y) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x 6= 0 É ÌÀÂÏÇÏ y ≥ x.
ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g = I[f ] ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ G = F ∗�, Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÕÎËÔÁ 1 | ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ F = G∗�.
îÏ × ÓÉÌÕ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ Ó×ÅÒÔËÉ ÅÓÌÉ G = F ∗ �, ÔÏ G ∗ � = F ∗ � ∗ � = F (ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ 1), É
ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ F = G ∗ �, ÔÏ F ∗ � = G ∗ � ∗ � = G (ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ 2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÕÎËÔÁ 3 | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ¤

ðÒÉÍÅÒÙ ÆÕÎËÃÉÊ íÅÂÉÕÓÁ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×:

ðÒÉÍÅÒ 7. åÓÌÉ M = Z ÉÌÉ M = Z≥0 Ó ÏÂÙÞÎÙÍ (ÌÉÎÅÊÎÙÍ) ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅÍ, ÔÏ �(x; x) = 1, �(x− 1; x) = −1
É �(y; x) = 0 ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ y < x, ÔÏ ∑

y≤z≤x �(z; x) = 1 − 1 = 0, ÔÏ
ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1). óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÜÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ � | ÆÕÎËÃÉÑ íÅÂÉÕÓÁ.
æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íÅÂÉÕÓÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ Ë Z≥0 É ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: ÅÓÌÉ g(x) = ∑x

y=0 f(y), ÔÏ f(0) = g(0) É
f(x) = g(x)− g(x− 1) ÐÒÉ x > 0.

ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (M1;≤1) É (M2;≤2) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (M;≤), ÇÄÅ
M = M1 ×M2 É (a1; a2) ≤ (b1; b2) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a1 ≤1 b1 É a2 ≤2 b2. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M1 É M2 ÌÏËÁÌØÎÏ
ËÏÎÅÞÎÙ, ÔÏ M1 ×M2 ÔÁËÖÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ [(a1; a2); (b1; b2)] = [a1; b1] × [a2; b2]). éÚ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ (1) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �((a1; a2); (b1; b2)) = �1(a1; b1)�2(a2; b2), ÇÄÅ �; �1; �2 | ÆÕÎËÃÉÉ íÅÂÉÕÓÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×
M , M1 É M2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ
ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ {(M�: ≤�) | � ∈ A} | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ðÒÑÍÏÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ∏

�∈AM� ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅÍ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÏ ×ÏÏÂÝÅ
ÇÏ×ÏÒÑ ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ×ÓÅ (M�;≤�) ÔÁËÏ×Ù. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ
M� ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ 0�. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ∐

�∈AM�, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏ-
ÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÂÏÒÙ (x�)�∈A, ÇÄÅ x� ∈M� É ÄÌÑ ×ÓÅÈ �, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
x� = 0�. þÁÓÔÉÞÎÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÎÁ ÐÒÑÍÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ:
(x�) ≤ (y�), ÅÓÌÉ x� ≤� y� ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ A (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÁÌØÎÏ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, Ô.Ë. ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ 0� ≤� 0�). ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!), ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅ (M�;≤�)
ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙ, ÔÏ

(∐
�∈AM�;≤

)
ÔÏÖÅ, É ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ íÅÂÉÕÓÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

�((x�); (y�)) = ∏
�∈A ��(x�; y�), ÇÄÅ �� | ÆÕÎËÃÉÑ íÅÂÉÕÓÁ M�; ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ, Ô.Ë.

×ÓÅ ÅÇÏ ÞÌÅÎÙ, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÒÁ×ÎÙ 1.

ðÒÉÍÅÒ 8. ìÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ x ≥ 1 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ x = 2�23�35�5 : : : , ÇÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÅ-
ÒÅÔÓÑ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÓÅ �i ∈ Z≥0, É ×ÓÅ �i, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÒÁ×ÎÙ 0. þÉÓÌÏ x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ y = 2�23�35�5 : : : , ÅÓÌÉ �i ≤ �i ÄÌÑ ×ÓÅÈ i. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ



ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (Z≥1; |) Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ | Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÏÐÉÊ (ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ
ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ) ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (Z≥0;≤).

ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ íÅÂÉÕÓÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (Z≥1; |) ÒÁ×ÎÁ �(y=x), ÇÄÅ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �(a) |
ÆÕÎËÃÉÑ íÅÂÉÕÓÁ × ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÏÍ ÓÍÙÓÌÅ: �(a) = 0, ÅÓÌÉ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, É
�(a) = (−1)k, ÅÓÌÉ a = p1p2 : : : pk | ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f(n) = 1 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ Z≥1. ôÏÇÄÁ I[f ](n) ÒÁ×ÎÏ d(n) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ n.
æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íÅÂÉÕÓÁ ÔÅÐÅÒØ ÄÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1 = ∑

q|n �(n=q)d(q) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n ≥ 1. åÓÌÉ f(n) = n,
ÔÏ I[f ](n) def= �(n) | ÓÕÍÍÁ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ n, É ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íÅÂÉÕÓÁ ÄÁÅÔ n = ∑

q|n �(n=q)�(q).

ðÒÉÍÅÒ 9. ðÕÓÔØM = 2X | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁX, ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ.
ôÏÇÄÁ �(a; b) = (−1)#a−#b ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× a ⊆ b ⊆ X.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1): ∑
a⊆x⊆b(−1)#x−#a = ∑

y⊆b\a(−1)#y. åÓÌÉ a = b, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÓÏÄÅÒ-
ÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÞÌÅÎ y = ∅ É ÒÁ×ÎÁ 1. åÓÌÉ a 6= b, ÔÏ ×ÙÂÅÒÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ u ∈ b \ a É ÒÁÚÏÂØÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
y ⊆ b \ a ÎÁ ÐÁÒÙ ×ÉÄÁ (y1; y2) = (y1; y1 ∪ {u}), ÇÄÅ u =∈ y1. ðÏÓËÏÌØËÕ (−1)#y2 = −(−1)#y1 , ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ (−1)#y1

É (−1)#y2 × (1) ËÏÍÐÅÎÓÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ 0.
îÁÚÏ×ÅÍ ÃÅÐØÀ ÄÌÉÎÙ i, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a; b ∈ M , ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x0 = a < x1 < · · · < xi = b.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Ci(a; b) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÃÅÐÅÊ É ci(a; b) def= #Ci(a; b) ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï.
ôÅÏÒÅÍÁ 3 (æ. èÏÌÌ). æÕÎËÃÉÑ íÅÂÉÕÓÁ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÒÁ×-
ÎÁ �(a; b) = ∑

i(−1)ici(a; b) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ a ≤ b.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ a ∈ M . åÓÌÉ a = b, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ (ÓÕÍÍÁ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ i = 0). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ b > a ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ
ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÏÎÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ∈ [a; b). õÄÁÌÉÍ ÉÚ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÃÅÐÉ
x0 < · · · < xi ∈ Ci(a; b) ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ É ÐÏÌÕÞÉÍ ÃÅÐØ x0x : : : xi−1

def= z ∈ Ci−1(a; z). üÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ
ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ Ci(a; b) É ⊔

z∈[a;b) Ci−1(a; z). ôÏÇÄÁ

�(a; b) = −
∑

a≤z<b
�(a; z) = −

∑

a≤z<b

∑

i≥1
(−1)i−1ci−1(a; z) =

∑

i≥1
(−1)ici(a; b);

É ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÁ ÄÌÑ ÐÁÒÙ (a; b) ×ÏÐÒÅËÉ ×ÙÂÏÒÕ b. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ y1, a < y1 < b, ÄÌÑ ËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÅ×ÅÒÎÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ y2, a < y2 < y1 Ó ÔÁËÉÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, É Ô.Ä. | ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ A1; : : : ; Ak ⊂ X | ÐÏÄÍÏÖÅÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. Á) äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ
×ËÌÀÞÅÎÉÊ-ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ: #(A1 ∪ · · · ∪ Ak) = ∑n

k=1(−1)k+1 ∑
1≤i1<···<ik≤n #(Ai1 ∩ · · · ∩ Aik). Â) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ

ÆÕÎËÃÉÉ f; g : 2{1;:::;n} → Z ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ g(A) = ∑
B⊂A f(B) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ-

ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ. ëÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÁÅÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íÅÂÉÕÓÁ Ë ÜÔÉÍ f; g?
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ðÕÓÔØ Pn | ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ × ÐÒÉÍÅÒÅ
6. Á) ðÕÓÔØ 1 | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Ô.Å. ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ {1; : : : ; n}, Á
� = {�1; : : : ; �k} | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ k ÞÁÓÔÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(�;1) = (−1)k−1(k − 1)!. Â) îÁÊÄÉÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ
ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ íÅÂÉÕÓÁ �(�; �), ÇÄÅ �; � ∈ Pn | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ.


