
ÍÌÓ, Àíàëèç íà ìíîãîáðàçèÿõ Êîíñïåêò ëåêöèé

Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ

Òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâåX íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà åãî ïîäìíîæåñòâ T , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì
ñâîéñòâàì:

1) åñëè Uα ∈ T òî
⋃
α Uα ∈ T (îáúåäèíåíèå ëþáîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ òîïîëîãèè òîæå ÿâëÿåòñÿ

ýëåìåíòîì òîïîëîãèè);
2) åñëè U1, . . . , UN ∈ T òî

⋂N
k=1 Uα ∈ T (ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ òîïîëîãèè

òîæå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì òîïîëîãèè);
3) X, ∅ ∈ T .

Ýëåìåíòû òîïîëîãèè ïðèíÿòî íàçûâàòü îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè. Äåéñòâèòåëüíî, îòêðûòûå
ìíîæåñòâà â Rn ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðîì òîïîëîãèè. ÌíîæåñòâîX, ñíàáæåííîå òîïîëîãèåé T , íàçûâàåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Òîïîëîãèþ T íàçûâàþò õàóñäîðôîâîé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x è y èç X
íàéäóòñÿ îòêðûòûå ìíîæåñòâà x ∈ U ∈ T è y ∈ V ∈ T òàêèå, ÷òî U ∩ V = ∅.

Ïðèìåðàìè íåõàóñäîðôîâûõ òîïîëîãèé ñëóæàò: ñåìåéñòîâî ðàñøèðÿþùèõñÿ ìíîæåñòâ, âêëþ÷àþùåå
ïóñòîå ìíîæåñòâî è âñå ïðîñòðàíñòâî èëè òîïîëîãèÿ Çàðèéñêîãî.

Ìíîãîáðàçèåì (òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì) M ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ õàóñäîðôîâî
òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M, T ), òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ M ñóùåñòâóåò x ∈ U ∈ T ,
ãîìåîìîðôíîå íåêîòîðîé îáëàñòè ϕ(U) â Rn.

Íàñ áóäóò áîëüøå èíòåðåñîâàòü ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, îáëàäàþùèå äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîé
ñòðóêòóðîé.

Ïóñòü M � õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, U ⊂ M � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî,
ϕ : U → Rn � ãîìåîìîðôèçì U è ϕ(U). Ïàðà (U,ϕ) íàçûâàåòñÿ êàðòîé, à îòîáðàæåíèå ϕ
êîîðäèíàòàìè.

Íàáîð êàðò {Uα, ϕ)}, îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè:
1) M =

⋃
α Uα;

2) ϕβ ◦ ϕ−1α : Uα ∩ Uβ → ϕ(Uα ∩ Uβ) � Ck-äèôôåîìîðôèçìû,
íàçûâàåòñÿ Ck-àòëàñîì.
Õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì çàäàí õîòÿ áû îäèí Ck-àòëàñ íàçûâàåòñÿ

Ck-ìíîãîîáðàçèåì.
Äâà Ck-àòëàñà íàçûâàþò ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ îáúåäèíåíèå ñíîâà ÿâëÿåòñÿ Ck-àòëàñîì.

Óïð. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýêâèâàëåíòîñòü àòëàñîâ çàäàåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå âñåõ àòëàñîâ åñòü ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ïî âêëþ÷åíèþ è
ëþáîå ìíîæåñòâî àòëàñîâ èìååò íàèáîëüøèé ýëåìåíò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò Ck-àòëàñ,
êîòîðûé ñîäåðæèò âñå äðóãèå àòëàñû. Ýòîò àòëàñ íàçûâàþò Ck-ñòðóêòóðîé ìíîãîîáðàçèÿ M .

Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå

Ðîñòêîìôóíêöèè f â òî÷êå a ∈M íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé g, îïðåäåëåííûõ
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a è ðàâíûõ ôóíêöèè f â êàêîé-òî îêðåñòíîñòè òî÷êè a.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ca,k ìíîæåñòâî C
k-ðîñòêîâ â òî÷êå a, ÷åðåç Sa,k îáîçíà÷èì òå ðîñòêè, õîòÿ

áû îäèí ïðåäñòàâèòåëü êîòîðûõ èìååò íóëåâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â äàííîé êàðòå. Íåòðóäíî
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çàìåòèòü, ÷òî åñëè îäèí ïðåäñòàâèòåëü ðîñòêà ñòàöèîíàðåí, òî è âñå îñòàëüíûå òîæå ñòàöèîíàðíû.
×åðåç ma,k îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðîñòêîâ, ðàâíûõ íóëþ â òî÷êå a.

Çàìåòèì, ÷òî Ca,k, Sa,k èma,k ñóòü ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì Sa,k èma,k � ýòî ïîäïðîñòðàíñòâà
ïðîñòðàíñòâà Ca,k.

Íàçîâåì êîêàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê ìíîãîîáðàçèþ M â òî÷êå a ñëåäóþùåå ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâî T ∗aM = Ca,k/Sa,k. Êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì, ñîîòâåòñòâåííî, íàçîâåì äâîéñòâåííîå
ïðîñòðàíñòâî TaM ê T ∗aM , òî åñòü ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà T ∗aM .

Ëåììà. Êàñàòåëüíûå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè.

Íàïîìíèì, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà ðîñòêàõ, óäîâëåòâîðÿþùèå
ïðàâèëó Ëåéáíèöà

v(fg) = v(f)g + fv(g).

Óïð. Äîêàæèòå ëåììó.

Íàçîâåì êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì ìíîãîîáðàçèå TM =
⋃
a∈M TaM .

Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ

Âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî-òðèâèàëüíîå ðàñëîåíèå ñî ñëîåì � âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî è îòîáðàæåíèåì ñëîåâ íà ïåðåñå÷åíèè êàðò ÿâëÿþùèìñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì.
Â ñëó÷àå ãëàäêîãî ðàññëîåíèÿ ýòî îòîáðàæåíèå ãëàäêî çàâèñèò îò òî÷êè â ïåðåñå÷åíèè êàðò.

Áîëåå òî÷íî, ðàññìîòðèì òðèâèàëèçóþùèé àòëàñ {ϕ,Uα} ìíîãîîáðàçèÿ M , òî åñòü òàêîé
àòëàñ, ÷òî íàä êàæäîé îêðåñòíîñòüþ Uα ðàññëîåíèå ìîæåò áûòü çàäàíî êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå.
Ñëîåì ðàññëîåíèÿ áóäåò ïðîñòðàíñòâî Rm. Êîöèêëîì íàçûâàåòñÿ íàáîð ôóíêöèé

gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(m,R),

ãëàäêî çàâèñÿùèé îò òî÷êè x ∈ Uα ∩ Uβ è óäîâëåòâîðÿþùèé äâóì óñëîâèÿì:

1) gαβ(x) = g−1βα(x), x ∈ Uα ∩ Uβ ;
2) gαβ(x)gβγ(x)gγα(x) = I, x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ .

Ðàññìîòðèì íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå ⊔
α

Uα × Rm. (1)

Íà ìíîãîîáðàçèè (1) îïðåäåëèì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè:
- (x, v) ∼ (x, gji(x)v), åñëè (x, v) ∈ Ui × Rm, (x, gji(x)v) ∈ Uj × Rm
- (x, v) ∼ (x, v).
����������������������

1 Ëåêöèÿ 6

1.1 Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Îïðåäåëåíèå 1. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà îïðåäåëåííàÿ â îäíîé êàðòå � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ
ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (ëèíåéíàÿ ïî âñåì àðãóìåíòàì) íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå.
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Ïóñòü L � k-ôîðìà â Rn, e1, . . . , en - áàçèñ â Rn, vi = ξ1i e1 + · · · + ξni en = ξji ej . (Ñîãëàøåíèå
èç äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè: åñëè â ôîðìóëå åñòü ïîâòîðÿþùèéñÿ èíäåêñ, òî ïî íåìó èäåò
ñóììèðîâàíèå).

L(v1, . . . , vn) = L(ξj11 ej1 , . . . , ξ
jk
k ejk) = ξj11 · . . . · ξ

jk
k L(ej1 , . . . ejk) =

=
∑

1≤j1<...<jk≤n
ξj11 · . . . · ξ

jk
k sgn

(
1 . . . k
j1 . . . jk

)
L(ej1 , . . . , ejk) =

=
∑

1≤j1≤...≤jk≤n
sgn

(
1 . . . k
j1 . . . jk

)
aj1...jkπj1 ∧ . . . ∧ πjk(v1, . . . vk)

Åñëè (x1, . . . , xn) � êîîðäèíàòû â Rn, òî

πi = dxi

πj1 ∧ . . . ∧ πjk = dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk

dxi
(

∂

∂xj

)
= δij .

Ïðèìåð 1. Ôîðìà ïîòîêà.
ωv � 2-ôîðìà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîòîêó âåêòîðà v. Äðóãèìè ñëîâàìè ωv â òî÷êå x, áóäó÷è ïðèìåíåííîé
ê âåêòîðàì v1 è v2 âîçâðàùàåò òî êîëè÷åñòâî æèäêîñòè ïîòîêà âåêòîðà v, êîòîðîå ïðîòåêàåò ÷åðåç
ïëîùàäêó â âèäå ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû v1 è v2 ñ íà÷àëîì â òî÷êå x.
Çà åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ïëîùàäêó ïðîòåêàåò ïîòîê:

(v, ξ1ξ2) =

∣∣∣∣∣∣
v1 v2 v3
ξ11 ξ21 ξ31
ξ12 ξ22 ξ32

∣∣∣∣∣∣ = wv(ξ1, ξ2) = v1

∣∣∣∣ξ11 ξ21
ξ22 ξ32

∣∣∣∣+ . . .

dx ∧ dy � ôîðìà, íîñèòåëåì êîòðîé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî íàòÿíóòîå íà âåêòîðà ( ∂
∂x ,

∂
∂y ).

dx ∧ dy
(
∂

∂x
+

∂

∂z
,
∂

∂y

)
= dx ∧ dy

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
= 1

.

dx ∧ dy(ξ1, ξ2) =

∣∣∣∣ξ11 ξ21
ξ12 ξ22

∣∣∣∣
vk = (ξ1k, . . . , ξ

n
k )

dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk(v1, . . . , vk) =

∣∣∣∣∣∣∣
ξj11 . . . ξjk1
... . . .

...

ξj1n . . . ξjkn

∣∣∣∣∣∣∣
1.2 Âíåøíåå äèôôåðåíöèèðîâàíèå

Îïðåäåëåíèå 2. Íà ôóíêöèÿõ f âíåøíÿÿ ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê df .
Ïóñòü ω � k-ôîðìà â êîîðäèíàòàõ (x1, . . . , xn):

ω =
∑

1≤j1≤...≤jk≤n
aj1,...,jk(x)dxj1 ∧ . . . dxjk ,

òîãäà
dω =

∑
1≤j1≤...≤jk≤n

daj1,...,jk ∧ (x)dxj1 ∧ . . . dxjk .
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Äîñòàòî÷íî ðàçîáðàòü òîëüêî ñëó÷àé îäíîãî ñëàãàåìîãî

ω = a(x)dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk

dω =
n∑
i=1

∂a

∂xi
dxi1 ∧ . . . ∧ dxik .

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôîðì ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ èç òîëüêî ÷òî íàïèñàííûõ ïî ëèíåéíîñòè.

Ëåììà 1. Äëÿ ôîðìû âòîðîãî êëàññà ãëàäêîñòè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

ω ∈ C2 ⇒ d2ω ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé ïîëîæèì ω = a(x)dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk .

d2ω =

n∑
i=1

d
∂a

∂xi
dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk =

n∑
j=1

n∑
i=1

∂2a

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk =

=
∑
i<j

(
∂2a

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj +

∂2a

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi

)
∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk ≡ 0

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ, î÷åâèäíî, ðàâíî íóëþ, òàê êàê ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû, è
êàê ñëåäñòâèå ðàâíû, à ñòîÿùèå ïðè íèõ ôîðìû ïðîòèâîïîëîæíû ïî êîñîñèììåòðè÷íîñòè.

1.3 Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû â 3õ ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Ðàçáåðåì ôîðìû â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz

d : f 7→ gradf

ω = Pdx+Qdy +Rdz

dω =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy +

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dz ∧ dx

Îïðåäåëåíèå 3.

rot(P,Q,R) := (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
,
∂R

∂y
− ∂Q

∂z
,
∂P

∂z
− ∂R

∂x
)

rot(gradf) = 0

ω2 = Q̃dx ∧ dy + P̃ dy ∧ dz + R̃dz ∧ dx

dw2 =
∂P̃

∂x
dx ∧ dy ∧ dz +

∂Q̃

∂y
dy ∧ dz ∧ dx+

∂R̃

∂z
dz ∧ dx ∧ dy =

=

(
∂P̃

∂x
+
∂Q̃

∂y
+
∂R̃

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz

Îïðåäåëåíèå 4.

div(P̃ , Q̃, R̃) :=

(
∂P̃

∂x
+
∂Q̃

∂y
+
∂R̃

∂z

)

Ω0 grad−−−→ Ω1 rot−−→ Ω2 div−−→ Ω3 −→ 0
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1.4 Ïðåîáðàçîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ïðè îòîáðàæåíèÿõ

Ïóñòü ϕ : U → V, U, V ⊂ Rn � îòîáðàæåíèå îáëàñòåé â Rn.

f : V → Rn.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
ϕ∗ : Ωk(V )→ Ωk(U)

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ϕ∗f = g � ôóíêöèÿ íà U

g(t) = f(φ(t)).

Îïðåäåëåíèå 5.

ω : (TtRn)k → R

(ϕ∗wk(t))(τ1, . . . , τk) := w(ϕ′(t))(ϕ′τ1, . . . , ϕ
′τk)

Ñâîéñòâà:

1. (ψ ◦ ϕ)′ = ψ′ ◦ ϕ′

2. (ψ ◦ ϕ)∗ = ψ∗ ◦ ϕ∗

3.
xi = ϕi(t)

w = f(x)dx1 ∧ . . . ∧ dxn

ϕ∗w = f(ϕ(t))dϕ1(t) ∧ . . . ∧ ϕn(t) = f(ϕ(t)
∂ϕ1

dt1
dt1 ∧ . . . ∧ ∂ϕk

dtk
dtk)

dϕj(t) = ϕ′jdt

4.
ϕ∗(αw1 + βw2) = αϕ∗w1 + βϕ∗w2

2 Ëåêöèÿ 7. Èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ïî ìíîãîîáðàçèþ.

2.1 Íåìíîãî îïðåäåëåíèé

Îïðåäåëåíèå 6. Àòëàñ íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóþùèì, åñëè ÿêîáèàíû âñåõ îòîáðàæåíèé ϕj ◦ϕ−1i :
ϕ−1i (Ui ∩ Uj)→ (ϕ−1j (Ui ∩ Uj))

Îïðåäåëåíèå 7. Ìíîãîîáðàçèå îðèåíòèðóåìî, åñëè ∃ îðèåíòèðóþùèé àòëàñ.

Îïðåäåëåíèå 8. Äâà àòëàñà çàäàþò îäíó è òó æå îðèåíòàöèþ, åñëè èõ îáúåäèíåíèå - òîæå
îðèåíòèðîâàííûé àòëàñ.

Çàäà÷à 1. Ó îðèåíòèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñóùåñòâóåò ðîâíî 2 ðàçëè÷íûå îðèåíòàöèè.

Îïðåäåëåíèå 9. Õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì,
åñëè ∃ àòàëñ {(ϕi, Ui)}, òàêîé ÷òî ϕi(Ui) � îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü â Rn, ëèáî â Hn. Ãäå Hn =
R− × Rn−1.

Îïðåäåëåíèå 10. Êðàåì ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî⋃
i ϕ
−1
i {(0, x2, . . . , xn)|(0, x2, . . . , xn) ∈ Ui}.
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Íóæíî ïðîâåðèòü ÷òî åñòü íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ãðàíèö.

ϕi ◦ ϕ−1j : ϕ−1i (Ui ∩ Uj)→ ϕ−1j (Ui ∩ Uj)

Òàê êàê ϕi � ãëàäêèå, òî:

∂Ui = {(0, t1, . . . , tn) ⊂ Ui}, ∂Uj = {(0, x1, . . . , xn) ⊂ Uj}


0
x2
...
xn

 = ϕj ◦ ϕ−1i |∂ϕ−1
i (Ui∩Uj)

(0, t2, . . . , tn)

Ëåììà 2. Êðàé ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì òîé æå ãëàäêîñòè è ðàçìåðíîñòè n− 1.

Ëåììà 3. Îðèåíòàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì çàäàåò îðèåíòàöèþ íà êðàå.

Äîêàçàòåëüñòâî.

t0 = (0, t20, . . . , t
n
0 )

φ−→ (0, ϕ2(t0), . . . , ϕ
n(t0))

Jφ(t0) =


∂ϕ1

∂t1
. . . 0

∂ϕ2

∂t1
. . . ∂ϕ2

∂tn
...

...
∂ϕn

∂t1
. . . ∂ϕn

∂tn


|Jϕ| > 0⇒ |Jϕ|∂M | > 0

ϕ1(0, . . . )− ϕ1(−∆t, . . . )

∆t
≥ 0⇒ ∂ϕ1

∂t1
(0, . . . ) ≥ 0

Îïðåäåëåíèå 11. Ñîãëàñîâàííàÿ îðèåíòàöèÿ ýòî îðèåíòàöèÿ êðàÿ, çàäàâàåìàÿ îãðàíè÷åíèåì
îðèåíòèðóþùåãî àòëàñà íà êðàé.

2.2 Èíòåãðèðîâàííèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì

Áóäåì íàõîäèòüñÿ â îäíîé êàðòå φ : U → Rn. Ïóñòü x1, . . . xn - êîîðäèíàòû, ϕ−1(U) = Vx ⊂ Rn,
ω = a(x)dx1 ∧ . . . ∧ dxn � n-ôîðìà.∫

U
ω :=

∫
Vx

a(x)dx1 . . . dxn (ïðè ôèêñèðîâàííîé îðèåíòàöèè)

Ëåììà 4. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà íå çàâèñèò îò ãëàäêîé çàìåíû êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî.

x = ϕ(t) ∈ Rn

dxi =
∂xi

∂tj
dtj

ω = dx1 ∧ . . . ∧ dxn =
∑
σ

sgnσ · ∂x
1

∂tσ(1)
. . .

∂xn

∂tσ(n)
=

= detϕ′(t)dt1 ∧ . . . ∧ dtn∫
Vx

a(x)dx1 . . . dxn =

∫
ϕ−1(Vx)

a(ϕ(t))ϕ′(t)dt1 . . . dtn.
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2.3 Èíòåãðèðîâàíèå íà ìíîãîîáðàçèè è ðàçáèåíèå åäåíèöû

A = {(φi, Ui)} � àòëàñ ìíîãîîáðàçèÿ M .

Îïðåäåëåíèå 12. Ðàçáèåíèåì åäåíèöû íà M , ñîãëàñîâàííûì ñ àòàëàñîì A íàçûâàåòñÿ íàáîð
ãëàäêèõ ôóíêöìé {φα(x)}, òàêèõ ÷òî

1. ∀α∀x ∈Mφα(x) ≥ 0

2. ∀α∃i : supp φα(x) ⊂ Ui

3. ∀x ∈M∃ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ α, ÷òî ϕα(x) > 0

4. ∀x
∑

α φα(x) ≡ 1.

Îïðåäåëåíèå 13.

ωα = φαω,
∑
α

ωα = ω

∫
M
ω :=

∑
α

∫
M
ωα

Ëåììà 5. Îïðåäåëåíèå êîððåòêíî

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {φα} è {ψβ} - ðàçáèåíèÿ åäåíèöû, ñîîòâåñòâóþùèå ðàçëè÷íûì àòàëàñàì.∑
α,β

(φαψβ)
∑
α

φα(x) =
∑
β

ψβ ≡ 1

fα,β = φαψβ � ðàçáèåíèå åäèíèöû, ñîãëàñîâàííîå ñ îáîèìè àòàëàñàìè.∫
M
ω =

∑
α,β

∫
M

(fα,β · ω)

2.4 Ôîðìóëà Ñòîêñà

Åñëè M - êîìïàêò, îðèåíòàöèè M è ∂M ñîãëàñîâàíû, òî:∫
M
dω =

∫
∂M

ω

Ïðèìåð 2. ∫ b

a
f ′(x)dx = f(b)− f(a)

3 Ëåêöèÿ 8.

3.1 Ôîðìóëà Ñòîêñà

Òåîðåìà 1. ω � äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè M , òî∫
∂M

ω =

∫
M
dω

7



Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ ðàçáèåíèÿ åäåíèöû φα(x) ñâåäåì çàäà÷ó ê çàäà÷å äëÿ ôîðìó ωα =
φαω, supp ωα ⊂ Ui. ∀ òî÷êè â êàðòå ðàññìîòðèì êóá In, ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå, ëèáî In åñëè
òî÷êà ëåæèò íà êðàþ. Âîçüìåì àòëàñ ñîñòîÿùèé èç îêðåñòíîéñòåé φ−1(In) äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ
öåíòðàëüíûõ òî÷åê. Òàê êàê M - êîìïàêòíî, òî âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Èìååì àòëàñ ñ îêðåñòíîñòÿìè äâóõ òèïîâ. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå åäèíèöû, ïîä÷èíåííîå ýòîìó
àòëàñó. Äîêàæåì ôîðìóëó Ñòîêñà äëÿ ωα, òàêóþ ÷òî:

• supp ωα ⊂ In

• supp ωαωα ⊂ In

dω - n-ôîðìà, ω � (n− 1)-ôîðìà

ωα =
∑
i

ai(x)dx1 ∧ . . . ∧ ˆdxi ∧ . . . ∧ dxn

Ïî ëèíåéíîñòè (áåç îãðàíè÷åíèé îáùíîñòè)

ωα = ak(x)dxk ∧ . . . ∧ ˆdxk ∧ . . . ∧ dxn

dωα =
∑
i

∂ak
∂xi

dxi ∧ dx1 ∧ . . . ∧ ˆdxk ∧ . . . ∧ dxn =
∂ak
∂xk

dxk ∧ dx1 ∧ . . . ∧ ˆdxk ∧ . . . ∧ dxn =

= (−1)k−1
∂ak
∂xk

dx1 ∧ . . . ∧ dxn

1. U = In ∫
In
dω =

∫ r

0

∫ r

0
. . .

∫ r

0
(−1)k−1

∂ak
∂xk

dx1 ∧ . . . ∧ dxn = 0∫ r

0

∂ak
∂xk

dxk = ak(r)− ak(0) = 0

2. U = In ∫
In
dω =

∫ r

0

∫ r

0
. . .

∫ r

0
(−1)k−1

∂ak
∂xk

dxk ∧ . . . ∧ ˆdxk ∧ . . . ∧ dxn

∂ak
∂xk

= a1(r)− a1(0) = a1(r, x2, . . . , xn)∫ r

0
(−1)k−1

∂ak
∂xk

dxk = 0, k 6= 1∫
In

dω =

∫ r

0

∫ r

0
. . .

∫ r

0
a1(e, x2, . . . , xn)dx2 . . . dxn =

∫
∂In

ωα

3.2 Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Îïðåäåëåíèå 14. ω � çàìêíóòàÿ, åñëè dω = 0

Îïðåäåëåíèå 15. ω � òî÷íàÿ, åñëè ∃α : ω = dα

Çàìå÷àíèå 1. Çàìêíóòûå k-ôîðìû Zk è òî÷íûå k-ôîðìû Bk îáðàçóþò ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà
è Bk ⊂ Zk (òàê êàê d(dω)) = 0).

Îïðåäåëåíèå 16. M � ñòÿãèâàåìî ⇐⇒ M � ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåòíî òî÷êå x0 ∈ M , òî
åñòü ∃f : M × I →M � íåïðåðâûâíîå, òàêîå ÷òî f(x, 0) = x, x ∈M , f(x, 1) = x0, x ∈M .
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Ïðèìåð 3. Ñòÿíåì M = R:
f(x, α) = (1− α)x

Ëåììà 6. (Ïóàíêàðå)
Åñëè M - ñòÿãèâàåìî è ω � çàìêíóòà, òî ∃α : dα = ω (òî åñòü ôîðìà çàìêíóòà òîãäà è òîëüêî
òîãäà êîãäà îíà òî÷íà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì φ0,1 : M →M × I

φ0 : x 7→ (x, 0)

φ1 : x 7→ (x, 1)

Ωk(M) - ïðîñòðàíñòâî k ôîðì íà M .

φ∗i : Ωk(M × I)→ Ωk(M)

Îïåðàòîð K : Ωk+1(M × I)→ Ωk(M) ïî ëèíåéíîñòè äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü íà ìîíîìàõ:

K(a(x, t)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik+1) := 0

K(a(x, t)dt ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik) := (

∫ 1

0
a(x, t)dt)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

Ñâîéñòâî K:
K(dω) + d(Kω) = φ∗1ω − φ∗0ω

Äîêàæåì ýòî ñâîéñòâî:
Ïî ëèíåéíîñòè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ îäíîãî ìîíîìà.

1.
ω = a(x, t)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik+1

K(ω) = 0⇒ d(Kω) = 0

dω =
∂a

∂t
dt ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik+1 + [÷ëåíû áåç dt]

K(dω) = K(
∂a

∂t
dt ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik+1) = (

∫ 1

0

∂a

∂t
dt)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik+1 =

= (a(x, 1)− a(x, 0))dxi1 ∧ . . . ∧ dxik+1 = φ∗1ω − φ∗0ω

2.
ω = a(x, t)dt ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

Çàìåòèì, ÷òî φ∗iω = 0

K(dω) = K(−
∑
i0

∂a

∂xi0
dt ∧ dxi0 ∧ . . . ∧ dxik) = −

∑
i0

(

∫ 1

0

∂a

∂xi0
dt)dxi0 ∧ . . . ∧ dxik

d(Kω) = d((

∫ 1

0
a(x, t)dt)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik) =

∑
i0

∂

∂xi0
(

∫ 1

0
a(x, t)dt)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

Çíà÷èò K(dω) + d(Kω) = 0 = φ∗0 + φ∗1

9



h : M × I →M - ãîìîòîïèÿ M è òî÷êè, ω ∈ Ωk+1(M)

h(x, 0) = x0

h(x, 1) = x

h ◦ φ1 : M →M

h ◦ φ0 : M → x0

(φ∗1 ◦ h∗)ω = ω

(φ∗0 ◦ h∗)ω = 0

K(d(h∗ω)) + d(K(h∗ω)) = (φ∗1 ◦ h∗)ω − (φ∗0 ◦ h∗)ω = 0

d(h∗ω) = h∗dω = 0

Çíà÷èò èñêîìîå α = Kh∗ω

Çàäà÷à 2.

ω = Ady ∧ dz +Bdz ∧ dx+ Cdx ∧ dy � çàìêíóòàÿ

Íàéòè α : ω = dα

4 Ëåêöèÿ 9.

4.1 Ôîðìóëû äâóìåðíîãî è òðåõìåðíîãî àíàëèçà

4.1.1 Ôîðìóëà Ãðèíà

γ(t) = (x(t), y(t))

F = (P,Q)∫
G

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
)dxdy =

∫
∂G
Pdx+Qdy =

∫
γ
Pdx(t) +Qdy(t) =

=

∫
γ
Pẋ(t) +Qẏ(t) =

∫
γ
(F, γ)dt

4.1.2 Ôîðìóëà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî

Ïóñòü èìååòñÿ îáëàñòü D ⊂ R3.
F = (P,Q,R)

divF = (
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
)dx ∧ dy ∧ dz∫∫∫

D
divF =

∫∫
D
Pdy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy

(u, v) - ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà ïîâåðõíîñòè

ξ = (x1(u, v), y1(u, v), z1(u, v))

η = (x2(u, v), y2(u, v), z2(u, v))

ω(ξ, η) =

∣∣∣∣∣∣
P Q R
x1 y1 z1
x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣∫∫∫
D
divF =

∫∫
∂D

(F, n)dS
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4.1.3 Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

U(t, x, y, z) - òåìïåðàòóðà â òî÷êå (x, y, z) â ìîìåíò âðåìåíè t
K - êîýôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè
S - ïëîùàäü ìàëåíüêîé ïëîùàäêè
−k · (grad U, n) · S · ∆t - êîëè÷åñòâî òåïëà ïåðåäàâàåìîãî ÷åðåç äàííóþ ïëîùàäêó çà åäåíèöó
âðåìåíè, ñ äðóãîé ñòîðîíû îíî ðàâíî ∆V · ρ · (U(t+ ∆t, x, y, z)− U(t, x, y, z))
Áåç íàãðåâàíèÿ:

∆V · ρ · U(t+ ∆t, x, y, z)− U(t, x, y, z)

∆t
'

' ∆V · ρ · U ′t(t, x, y, z) '
∫∫∫

D
ρU ′t(t, x, y, z)dx ∧ dy ∧ dz

−k · (gradx,y,z U, n) · S =

∫
∂D
−k · (grad U, n)dS =

∫∫∫
D
−k · div grad Fdx ∧ dy ∧ dz

−k · div grad U = −ρUt

Ut =
k

S
∆U = Uxx + Uyy + Uzz

4.2 Êðèòè÷åñêèå òî÷êè è êðèòè÷åñêè çíà÷åíèÿ

Ðàññìîòðè ãëàäêîå îòîáðàæåíèå F : Mm → Nn.

Îïðåäåëåíèå 17. Êðèòè÷åñêîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ f - íàçûâàåòñÿ òî÷êà, â êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ
f ′ : TaM → Tf(a)N - èìååò íå ìàêñèìàëüíûé ðàíã (òî åñòü rk f ′ < min(m,n)).

Îïðåäåëåíèå 18. Êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì íàçûâàåòñÿ f(a), ãäå a - êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà.

Çàäà÷à òåîðèè îñîáåííîñòåé � ýòî êëàññèôèêàöèÿ îñîáûõ òî÷åê. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
îòîáðàæåíèé ñîñòîèò èç âñåõ îòîáðàæåíèé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç äàííîãî äèôôåîìîðôíîé
çàìåíîé êîîðäèíàò â îáðàçå è ïðîîáðàçå.

g(x) = k(f(h−1(x)))

Ëåììà 7. Â îêðåñòíîñòè íåêðèòè÷åñêîé òî÷êè îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó ỹi = x̃i

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 19. Íîðìà íà ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèé ýòî

‖F‖k =
∑
‖fi‖+

∑
‖ ∂fi
∂xj
‖+ . . .+

∑
‖ ∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
‖

Îïðåäåëåíèå 20. Îñîáàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè ëþáîå äîñòàòî÷íî
áëèçêîå ê íåìó îòîáðàæåíèå ýêâèâàëåíòíî åìó ëîêàëüíî.

Òåîðåìà 2. (Óèòíè)
Îòîáðàæåíèå äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé óñòîé÷èâî F : M2 → N2 óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè îíî ýêâèâàëåòíî îäíîìó èç òðåõ:

1. y1 = x1, y2 = x2 (ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà);

2. y1 = x21, y2 = x2 (ñêëàäêà);

3. y1 = x31 + x1x2, y2 = x2 (ñáîðêà Óèòíè).
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Òåîðåìà 3. (Ñàðä)
Ìåðà ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñåðèåé ëåìì.

Ëåììà 8. Ïóñòü f : [0; 1]→ R, òîãäà ìåðà ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé íóëåâàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. x � êðèòè÷åñêàÿ, åñëè f ′(x) = 0.
Ðàçîáüåì [0; 1] íàN ðàâíûõ îòðåçêîâ. Îòìåòèì Iα1 , . . . , Iαk

� òå îòðåçêè íà êîòîðûõ åñòü êðèòè÷åñêèå
òî÷êè. Ïóñòü xi ∈ Ij � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà, òîãäà

f(x)− f(xi) = f ′(xi)(x− xi) +
f ′′(xi)

2
(x− xi)2 + o(|x− xi|2)

∃C1|f(x)− f(xi)| < C1|x− xi|2

∀x′1, x′2 ∈ Ij ⇒ |f(x′1)− f(x′2)| < |f(x′1)− f(xi)|+ |f(xi)− f(x′2)| ≤ 2C1
1

N2

∀x′1, x′2 ∈ Ij |f(x′1)− f(x′2)| <
C

N2

f(Iα) � ïðèíàäëåæèò îòðåçêó äëèíû < C
N2 . Äàæå åñëè êðèòè÷åñêèå òî÷êè áûëè âî âñåõ îòðåçêàõ

Ij , òî îáùàÿ ìåðà ∑
µ(f(Ij)) ≤

C

N2
·N =

C

N
→ 0, N →∞

Ñëåäîâàòåëüíî ìåðà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê áóäåò ðàâíà 0.

Ïðîäîëæåíèå ñëåäóåò.

Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ñàðäà ìîæíî ïðî÷èòàòü â [6].

5 Ëèòåðàòóðà

Ïîíÿòèÿ ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ è êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèãå [1].
Ïðî âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ ìîæíî ïðî÷èòàòü â [3] (ëåêöèÿ 2).
Ïðî êîììóòàòîðû âåêòîðíûõ ïîëåé, ãëàäêèå ðàñïðåäåëåíèå è òåîðåìó Ôðîáåíèóñà ìîæíî

ïðî÷èòàòü â [2].
Ïðî äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû è ôîðìóëó Ñòîêñà â [4].
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