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Ìíîãîîáðàçèÿ è àòëàñû

1. Îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâà U+, U− ∈ S2 = {x2 + y2 + z2 = 1} ⊂ R3 ðàâåíñòâàìè

U± = {(x, y, z) ∈ S2 | z 6= ±1},

à òàêæå îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ ϕ± : U± → R2 ñòåðåîãðàôè÷åñêèìè ïðîåêöèÿìè èç òî÷åê

(0, 0,±1) íà ïëîñêîñòü z = 0. Íàéäèòå ôóíêöèþ ïåðåõîäà ìåæäó êàðòàìè (ϕ±, U±).
2. Äîêàæèòå, ÷òî âíóòðåííîñòè êâàäðàòà, êðóãà è ïîëóêðóãà íà ïëîñêîñòè ïîïàðíî äèôôåîìîðôíû.

3. ÏóñòüM � êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ñî ñâîáîäíûì äåéñòâèåì êîíå÷íîé ãðóïïû G. Ââåäèòå
íà ôàêòîðïðîñòðàíñòâå M/G ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ òàê, ÷òîáû ïðîåêöèÿ p : M →
M/G áûëà ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì.

4. Îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâà Ui ⊂ RPn, i = 0, 1, . . . , n, ðàâåíñòâàìè

Ui = {(x0 : x1 : . . . : xn) ∈ RPn | xi 6= 0}.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ ϕi : Ui → Rn ðàâåíñòâàìè

ϕi(x0 : x1 : . . . : xn) =

(
x0
xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xn
xi

)
.

Äîêàæèòå, ÷òî íàáîð îòîáðàæåíèé ϕi ÿâëÿåòñÿ àòëàñîì, çàäàþùèì íà RPn ñòðóêòóðó ãëàäêîãî

ìíîãîîáðàçèÿ, è íàéäèòå ôóíêöèè ïåðåõîäà.

5. à) Ïóñòü x0 � íåêðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ãëàäêîé ôóíêöèè F : U → R, îïðåäåëåííîé â îêðåñòîñòè
U òî÷êè x0 = (x10, . . . , x

m
0 ) ∈ Rm. Ïîêàæèòå, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Ũ ⊂ U òî÷êè x0 ìîæíî

òàê ââåñòè êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (ξ1, . . . , ξm), ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê, âûäåëÿåìîå óñëîâèåì
F (x) = F (x0), â ýòèõ íîâûõ êîîðäèíàòàõ áóäåò çàäàâàòüñÿ óðàâíåíèåì ξm = 0.

á) Ïóñòü ϕ,ψ ∈ Ck(D,R) è ïóñòü â îáëàñòè D (ϕ(x) = 0) ⇒ (ψ(x) = 0). Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè
gradϕ 6= 0, òî â D ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå ψ = θ ◦ ϕ, ãäå θ ∈ Ck−1(D,R).

6. Âûïèøèòå ÿâíî êàðòû, êîîðäèíàòû è ôóíêöèè ïåðåõîäà â Ãðàññìàíèàíå G(2, 4,R).


