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Ëèñòîê 1.

Èíäóêöèÿ

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè

(1 + x)n ≥ 1 + nx,

ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è x ≥ −1.
Çàäà÷à 2. Íà êàêîå ÷èñëî ÷àñòåé äåëÿò ïðîñòðàíñòâî n ïëîñêîñòåé, êîòîðûå ïðî-

õîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó è íèêàêèå òðè íå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó ïðÿìóþ?
Çàäà÷à 3. Ïðåäñòàâüòå ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíî ÷èñëî â âèäå âûðàæåíèÿ, â çàïèñü

êîòîðîãî âõîäÿò òîëüêî òðè äâîéêè è ïðîèçâîëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå çíàêè.
Áèåêöèè

Çàäà÷à 4. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ∪ B ðàâíîìîùíî îòðåçêó [0, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ
áû îäíî èç ìíîæåñòâ A èëè B ðàâíîìîùíî îòðåçêó [0, 1].
Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : R× R → R âèäà f(x, y) = h(φ(x) + ψ(y));

(b) ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : R× R → R âèäà f(x, y) = φ(x) + ψ(y).
Çàäà÷à 6. Ñóùåñòâóåò ëè ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ áèåêöèÿ ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë Z

íà ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q?
Îòíîøåíèå ïîðÿäêà

Çàäà÷à 7. Øåðåíãà íîâîáðàíöåâ ñòîèò ïåðåä ñòàðøèíîé. Ñòàðøèíà êîìàíäóåò: íà-
ëåâî! Íåêîòîðûå íîâîáðàíöû ïîâîðà÷èâàþòñÿ íàëåâî, à íåêîòîðûå � íàïðàâî. Ïîñëå
ýòîãî êàæäóþ ñåêóíäó ïðîèñõîäèò ñëåäóþùåå: åñëè ñîëäàòû îêàçàëèñü ëèöîì äðóã
ê äðóãó, òî îíè ïîâîðà÷èâàþòñÿ êðóãîì. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî ïîâîðîòû
çàêîí÷àòñÿ.
Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå ìîæíî

ïðîäîëæèòü äî ëèíåéíîãî.
Çàäà÷à 9. Óêàæèòå ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ ïëîñêîñòè, ñîãëàñî-

âàííûé ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ èõ íà ñêàëÿð.
Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íåêîòîðîå ìíîæåñòâî A ðàçáèòî íà íåïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà, òî îòíîøåíèå ¾ëåæàòü â îäíîì ïîäìíîæåñòâå¿ ÿâëÿåòñÿ îòíî-
øåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè; âñÿêîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæíî òàê çàäàòü.
Çàäà÷à 11. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæíî çàäàòü íà ìíî-

æåñòâå èç ïÿòè ýëåìåíòîâ?
Åñëè íà ìíîæåñòâå A çàäàíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼, òî ïîäìíîæåñòâà âèäà

{b : b ∼ a} íàçûâàþòñÿ êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè, à ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ
òàêèõ êëàññîâ, íàçûâàåòñÿ ôàêòîð ìíîæåñòâîì A� ∼.
Çàäà÷à 12. Â ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ îïèøèòå ôàêòîð ìíîæåñòâî A� ∼ è äàéòå åãî

ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ:

(a) A = Q è a ∼ b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ c ̸= 0 òàêîå, ÷òî a = bc;

(b) A = {−1, 1} × [0, 1], è (x, t) ∼ (y, s) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t = s = 1 èëè
t = s = 0 èëè x = y, t = s.

(c) A = {−1, 1} × [0, 1] × {−1, 1}, è (x, t, z) ∼ (y, s, v) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
t = s = 1, z = v èëè t = s = 0, x = y èëè x = y, t = s, z = v;

(d) A = [0, 1]× [0, 1] è (x, t) ∼ (y, s) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y è t, s ∈ {0, 1}
èëè x, y ∈ {0, 1} è t = s;

(e) A = [0, 1] × [0, 1] è (x, t) ∼ (y, s) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 1 − y è
t = 0, s = 1 èëè x = 1− y è t = 1, s = 0 èëè x = y, t = s.
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