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Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà

Ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå X → X. Ïåðå-
ñòàíîâêè ìíîæåñòâà X îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé. Ãðóïïà ïå-
ðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àåòñÿ Sn.
Ïåðåñòàíîâêè ÷àñòî çàïèñûâàþò â âèäå òàáëèöû:

σ =

(
1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
.

Öèêëîì (i1, i2, . . . , ik) íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà σ, ïåðåâîäÿùàÿ is â is+1 ïðè 1 6 s 6 k − 1, ik
â i1 è îñòàâëÿþùàÿ îñòàëüíûå ÷èñëà íà ìåñòå. Òðàíñïîçèöèåé íàçûâàåòñÿ öèêë äëèíû 2.
Çàäà÷à 1. a)Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà σ ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ öèêëîâ åäèíñòâåííûì îáðàçîì: σ = σ1 · . . . · σr.
b) Çíàÿ äëèíû m1, . . . ,mr öèêëîâ σ1, . . . , σr, íàéäèòå ïîðÿäîê σ.

c◦)Ñêîëüêî ïåðåñòàíîâîê â Sn êîììóòèðóþò ñ σ?

d◦)Ïîêàæèòå, ÷òî äâå ïåðåñòàíîâêè σ è τ ñîïðÿæåíû (ò.å. τ = gσg−1 ïðè íåêîòîðîì g ∈ Sn)
⇐⇒ íàáîðû äëèí öèêëîâ â ðàçëîæåíèÿõ σ è τ ñîâïàäàþò.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

a) òðàíñïîçèöèé âèäà (1, i);

b) òðàíñïîçèöèé âèäà (i, i+ 1);

c) òðàíñïîçèöèé (1, 2) è öèêëîâ (1, 2, . . . , n).

Áåñïîðÿäêîì â ïåðåñòàíîâêå σ ∈ Sn íàçûâàåòñÿ ïàðà (i, j), òàêàÿ ÷òî 1 6 i < j 6 n è
σ(i) > σ(j). Ïåðåñòàíîâêà íàçûâàåòñÿ (íå)÷¼òíîé, åñëè ÷èñëî áåñïîðÿäêîâ â íåé (íå)÷¼òíî.
Îáîçíà÷åíèå: (−1)σ èëè sign(σ) ∈ {±1}. Ìíîæåñòâî ÷¼òíûõ ïåðåñòàíîâîê îáîçíà÷àåòñÿ An.

Çàäà÷à 3. a◦)Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷¼òíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöèé ÷¼òíî, à íå÷¼òíîãî
� íå÷¼òíî.

b◦)Ïóñòü èçâåñòíû ÷¼òíîñòè σ1 è σ2. ×åìó ðàâíû ÷¼òíîñòè σ−1
1 , σ1σ2? Ïîêàæèòå, ÷òî ÷¼òíîñòü

îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì sign: Sn → {±1}.
c)×åìó ðàâíà ÷¼òíîñòü öèêëà äëèíû k? Ñêîëüêî â Sn ÷¼òíûõ ïåðåñòàíîâîê?

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ÷¼òíàÿ ïåðåñòàíîâêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

a) öèêëîâ äëèíû 3;

b) ïàð íåïåðåñåêàþùèõñÿ òðàíñïîçèöèé (ïðè n > 5).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ank êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê â Sn c k áåñïîðÿäêàìè. Ïóñòü Fn(x) =
∑

k a
n
kx

k.

Çàäà÷à 5. a)Ðàçëîæèòå ìíîãî÷ëåí Fn íà ìíîæèòåëè.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî Fn(x) = xn(n−1)/2Fn(1/x).

c)Ôèêñèðóåì n. Ïðè êàêîì k äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ank?

Çàäà÷à 6. Ïîêàæèòå, ÷òî:

a) ãðóïïà S3 èçîìîðôíà ãðóïïå äâèæåíèé ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà;

b◦) ãðóïïà S4 èçîìîðôíà ãðóïïå äâèæåíèé ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà è ãðóïïå âðàùåíèé êóáà;

c) ãðóïïà S4 × S2 èçîìîðôíà ãðóïïå âñåõ äâèæåíèé êóáà;

d) ãðóïïà A5 èçîìîðôíà ãðóïïå âðàùåíèé äîäåêàýäðà. Ïîäñêàçêà: âïèøèòå â äîäåêàýäð 5 òåòðàýäðîâ.

e)Ïîñòðîéòå ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì S4 → S3.

Çàäà÷à 7. Ðàññòàâèì íóìåðîâàííûå òîìà íà ïîëêå ïî ïîðÿäêó. Áóäåì áðàòü ëþáîé òîì,
ñòîÿùèé íå íà ñâî¼ì ìåñòå, è ñòàâèòü åãî íà ïðàâèëüíîå ìåñòî, íå ìåíÿÿ îòíîñèòåëüíîãî
ïîðÿäêà äðóãèõ êíèã. Âñåãäà ëè óäàñòñÿ òàêèì îáðàçîì óïîðÿäî÷èòü âñå òîìà?

Çàäà÷à 8. Êàêèå êîíôèãóðàöèè ôèøåê ìîæíî ïîëó÷èòü â èãðå �ïÿòíàøêè�?


