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Ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ è óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ

Ðåøèì óðàâíåíèå: ax+ by + cz = d, ãäå a, b, c, d � öåëûå êîíñòàíòû.
Çàäà÷à 1. a)Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èìååò öåëûå ðåøåíèÿ ⇐⇒ d

... ÍÎÄ(a, b, c).

b)Ïóñòü (x0, y0, z0) � íåêîòîðîå ðåøåíèå. Òîãäà âñå ðåøåíèÿ èìåþò âèä

(x0, y0, z0) + α(x1, y1, z1) + β(x2, y2, z2),

ãäå (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) � íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ax+ by+ cz = 0, à
α, β ∈ Z � ïðîèçâîëüíûå.

c)Íàéäèòå ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ax+ by = d â Z/cZ.
d) Ðåøèòå óðàâíåíèå 6x+ 10y + 15z = 2017 â öåëûõ ÷èñëàõ.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü (G, ·) � êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå φd : G → G,
φd(x) = xd. Îáîçíà÷èì Gd := imφd.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî φd � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Ïîêàæèòå, ÷òî èç g ∈ G èçâëåêàåòñÿ êîðåíü
ñòåïåíè d ⇐⇒ îáðàç g ïðè îòîáðàæåíèè G→ G/Gd ðàâåí íóëþ. Êàê íàéòè âñå êîðíè?
Ãîâîðÿò, ÷òî ýòîò îáðàç â G/Gd åñòü ïðåïÿòñòâèå ê ñóùåñòâîâàíèþ êîðíÿ.

b)Ïóñòü ãðóïïà G êîíå÷íàÿ. Ïðîâåðüòå, ÷òî | kerφd| = |G/Gd|.
c)Ïóñòü p ∈ N � ïðîñòîå. Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî äëÿ G = (Z/pZ)∗ ãðóïïà ïðåïÿòñòâèé G/G2

èçîìîðôíà ãðóïïå èç äâóõ ýëåìåíòîâ ({±1}, ·) è ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå G → G/G2 ñîîòâåò-

ñòâóåò îòîáðàæåíèþ x 7→ x
p−1
2 .

Ïóñòü G = 〈g〉n = {e, g, g2, . . . , gn−1} � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n.
Çàäà÷à 3. Íàéäèòå äëÿ G âñå

a◦)ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû;

b◦) ýëåìåíòû ïîðÿäêà k;

c◦)ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ xk = e;

d) ïîäãðóïïû è ôàêòîðãðóïïû;

e) ýíäîìîðôèçìû (ò.å., ãîìîìîðôèçìû ãðóïï G→ G);

f) àâòîìîðôèçìû (ò.å., èçîìîðôèçìû ãðóïï G→ G).
Â êàæäîì ïóíêòå ïîñ÷èòàéòå, ñêîëüêî èõ.

Çàäà÷à 4. a)Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïîä- è ôàêòîðãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû öèêëè÷åñêàÿ.

b)Ïóñòü H1, H2 � ïîäãðóïïû ïîðÿäêîâ n1 è n2 ñîîòâåòñòâåííî â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå G ïî-
ðÿäêà n. Íàéäèòå ïîðÿäêè ïîäãðóïï H1 ∩H2 è H1H2 = {h1h2 | hi ∈ Hi} â G.
Çàäà÷à 5. Ïóñòü p ∈ N � ïðîñòîå. Ïîêàæèòå, ÷òî

a) ñðàâíåíèå xd ≡ a (mod p) èìååò ðåøåíèÿ⇐⇒ a ≡ 0 èëè af ≡ 1 (mod p), ãäå f = p−1
ÍÎÄ(d,p−1)

;

b) åñëè ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò, òî èõ ÷èñëî ðàâíî ÍÎÄ(d, p− 1).

c)×òî åñòü ãðóïïà ïðåïÿòñòâèé â ýòîì ñëó÷àå?

Çàäà÷à 6. Ðåøèòå ñðàâíåíèÿ a◦)x3 ≡ 5 (mod 17); b◦)x12 ≡ 4 (mod 17); c)x3 ≡ 5 (mod 289);
d)x12 ≡ 4 (mod 289); e)x27 ≡ 27 (mod 41).

Çàäà÷à 7. Ïóñòü p ∈ N � ïðîñòîå, à ÷èñëà a ∈ Z, d ∈ N âçàèìíî ïðîñòû ñ p. Äîêàæèòå,
÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ N èìååòñÿ áèåêöèÿ ìåæäó ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ xd = a ïî ìîäóëþ p è
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ xd = a ïî ìîäóëþ pk.
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Âû÷èñëèì ãðóïïû îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ â Z/pkZ, ãäå p ïðîñòîå.
Çàäà÷à 8. Ïóñòü p > 3. Ïîêàæèòå, ÷òî

a)Ïîðÿäîê ÷èñëà 1 + p â (Z/pkZ)∗ ðàâåí pk−1.

b)Â (Z/pkZ)∗ èìååòñÿ ðîâíî p− 1 òàêîé ýëåìåíò x, ÷òî xp−1 ≡ 1.

c) Â (Z/pkZ)∗ èìåþòñÿ ýëåìåíòû ïîðÿäêà p− 1.

d) Ãðóïïà (Z/pkZ)∗ èçîìîðôíà Z/pk−1Z× Z/(p− 1)Z è ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.
Íàéäèòå êàêîé-íèáóäü îáðàçóþùèé ýëåìåíò â e) (Z/17Z)∗, f) (Z/412Z)∗, g) (Z/125Z)∗.
Çàäà÷à 9. Ïóñòü p = 2. Ïîêàæèòå, ÷òî

a)Ïðè k > 3 ïîðÿäîê ÷èñëà 3 â (Z/2kZ)∗ ðàâåí 2k−2.

b)Ýëåìåíò −1 èìååò ïîðÿäîê 2 è íå ëåæèò â ïîðîæä¼ííîé 3 ïîäãðóïïå â (Z/2kZ)∗.
c)Ïðè k > 3 ãðóïïà (Z/2kZ)∗ èçîìîðôíà 〈3〉2k−2 × 〈−1〉2 = Z/2k−2Z × Z/2Z è íå ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêîé.


