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Êîëüöà è èäåàëû

Çàäà÷à 1. Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî{a
b
| a, b ∈ Z, b íå÷¼òíî

}
⊂ Q

ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì êîëüöîì ñ íîðìîé N(2k · a
b
) = 2k, ãäå a, b íå÷¼òíû. Îïèøèòå îáðàòèìûå

è íåïðèâîäèìûå ýëåìåíòû ýòîãî êîëüöà. Êàê âûãëÿäèò â í¼ì êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå?

Çàäà÷à 2. Ïîêàæèòå, ÷òî êîëüöî R[x, y] íå ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì (íè ñ êàêîé íîðìîé).

Çàäà÷à 3. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî:
a◦) åñëè R åâêëèäîâî, òî R � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ;

b) åñëè R � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ, òî R ôàêòîðèàëüíî. Íå çàáóäüòå äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå!

Çàäà÷à 4. Îáîçíà÷èì ξ = 1+
√
−19
2

è Z[ξ] = {a + bξ | a, b ∈ Z} ⊂ C. (Ïðîâåðüòå, ÷òî Z[ξ] �
êîëüöî!)

a)Ïîêàæèòå, ÷òî Z[ξ] íå ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì (íè ñ êàêîé íîðìîé).

b)Ïîêàæèòå, ÷òî Z[ξ] ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ.

Çàäà÷à 5◦. a)Âû÷èñëèòå ñóììó (a)+(b), ïðîèçâåäåíèå (a)(b) è ïåðåñå÷åíèå (a)∩(b) ãëàâíûõ
èäåàëîâ (a) è (b) â Z.
b)×òî ìîæíî ñêàçàòü â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ôàêòîðèàëüíîãî êîëüöà? êîëüöà ãëàâíûõ èäå-
àëîâ?

Çàäà÷à 6◦. Ïóñòü K � ïîëå, a ∈ K � ýëåìåíò.

a)Ïîñòðîéòå èçîìîðôèçì êîëåö K[x]/(x− a)→ K.

b)Ïóñòü a1, . . . , an ∈ K � ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû. Ïîñòðîéòå èçîìîðôèçì êîëåö
K[x]/((x− a1) . . . (x− an))→ Kn = K × . . .×K (n ðàç).

c)Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ b1, . . . , bn ∈ K ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí òàêîé ìíîãî÷ëåí P ∈
K[x], ÷òî degP < n è P (ai) = bi ïðè âñåõ i. Îí íàçûâåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì.

Îïðåäåëèì ïðîèçâîäíóþ ìíîãî÷ëåíà P ∈ K[x] ôîðìóëîé

(a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n)′ = a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + . . .+ nanx

n−1.

Êðàòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè: P (0) = P, P (k) = (P (k−1))′.
Â ñëåäóþùèõ äâóõ çàäà÷àõ ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ K ðàâíà íóëþ.
Çàäà÷à 7. a)Ïðîâåðüòå ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé:
(P +Q)′ = P ′ +Q′, (P ·Q)′ = P ′ ·Q+ P ·Q′, (c · P )′ = c · P ′, ãäå c ∈ K.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìíîãî÷ëåíà P ñòåïåíè 6 n è a ∈ K èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå Òåéëîðà:

P (x) =
n∑

k=0

P (k)(a)

k!
(x− a)k.

c)Ïðîâåðüòå, ÷òî P
... (x− a)k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P (a) = P ′(a) = . . . = P (k−1)(a) = 0.

Çàäà÷à 8. (Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà) Ïóñòü a1, . . . , an ∈ K � ðàçëè÷íûå ýëå-
ìåíòû, à k1, . . . , kn ∈ N � ÷èñëà. Ïîëîæèì Q(x) = (x− a1)k1 · . . . · (x− an)kn .
a)Ïîñòðîéòå èçîìîðôèçì êîëåö K[x]/(Q(x))→ K[x]/((x− a1)k1)× . . .×K[x]/((x− an)kn).
b)Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ bij ∈ K, ãäå i = 1 . . . n, j = 0 . . . ki − 1, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí
òàêîé ìíîãî÷ëåí P ∈ K[x], ÷òî P (j)(ai) = bij ïðè âñåõ i, j è degP < k1 + . . .+ kn.

Çàäà÷à 9. Ïóñòü K � ïîëå, à P ∈ K[x] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî êîëüöî K[x]/(P (x)) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî R[x]/(P (x)) ∼= C, ãäå P ∈ R[x] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2.


