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Ãàóññîâû ÷èñëà

Ãàóññîâî ÷èñëî � ýòî êîìïëåêñíîå ÷èñëî âèäà a+bi, ãäå a, b ∈ Z. Ìíîæåñòâî ãàóññîâûõ ÷èñåë
îáîçíà÷àåòñÿ Z[i].
Çàäà÷à 1. Ðàçëîæèòå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè â ãàóññîâûõ ÷èñëàõ:

a◦) 7 + i, b) 2017.

Çàäà÷à 2. Ïîëüçóÿñü àëãîðèòìîì Åâêëèäà, íàéäèòå ÍÎÄ ñëåäóþùèõ ãàóññîâûõ ÷èñåë:
a◦) 7− i è −4 + 7i, b) 5 + 3i è 6− 4i.
Âûÿñíèì, êàêèå ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà îñòàþòñÿ ïðîñòûìè è â ãàóññîâûõ ÷èñëàõ.
Îòâåò: ïðîñòûìè â ãàóññîâûõ îñòàþòñÿ íàòóðàëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà âèäà 4k + 3 (è ïðîòèâî-
ïîëîæíûå èì).

Çàäà÷à 3◦. Ïóñòü p � ïðîñòîå öåëîå ÷èñëî, p > 3. Ïîêàæèòå, ÷òî:

a) p íå ïðîñòî â ãàóññîâûõ ÷èñëàõ⇐⇒ p = zz̄, ãäå z � ïðîñòîå ãàóññîâî ÷èñëî⇐⇒ p ïðåäñòà-
âèìî â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ⇐⇒ óðàâíåíèå x2 +1 = 0 èìååò ðåøåíèÿ â Z ïî ìîäóëþ p
⇐⇒ −1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â Z/pZ. Ïîäñêàçêà: x2 + 1 = (x+ i)(x− i).

b) p íå ïðîñòî â ãàóññîâûõ ÷èñëàõ ⇐⇒ p èìååò âèä 4k + 1.
Ïîäñêàçêà: äëÿ ⇐= ðàññìîòðèòå ïðîèçâåäåíèå 1 · 2 · 3 · . . . · (p − 2) · (p − 1) â ïîëå Z/pZ è ñãðóïïèðóéòå ñîìíîæèòåëè ïî ïàðàì

äâóìÿ ñïîñîáàìè: ñíà÷àëà a c −a, à ïîòîì a ñ a−1.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü z � ïðîñòîå ãàóññîâî ÷èñëî. Ïîêàæèòå, ÷òî ëèáî z = ±p èëè ±i · p, ëèáî
N(z) = p, ãäå p � ïðîñòîå öåëîå ÷èñëî.

Âûÿñíèì òåïåðü, êàê ïðåäñòàâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ öå-
ëûõ ÷èñåë. Èíûìè, ñëîâàìè, êàê ðàçëîæèòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî n â ïðîèçâåäåíèå z · z̄, ãäå z
� ãàóññîâî ÷èñëî.

Çàäà÷à 5◦. Ïóñòü öåëûå ÷èñëà m è n ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ. Ïîêà-
æèòå, ÷òî è mn ïðåäñòàâëåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ.

Ðàçëîæèì ÷èñëî n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè â öåëûõ ÷èñëàõ:

n = 2cpd11 . . . pdkk q
e1
1 . . . qell ,

ãäå pi � íàòóðàëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà âèäà 4k + 1, a qi � íàòóðàëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà âèäà
4k + 3.
Çàäà÷à 6◦. Ïîêàæèòå, ÷òî n ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ñòåïåíè e1, . . . , el ÷åòíû.

Çàäà÷à 7. Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü n â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ öåëûõ
÷èñåë ðàâíî 4(d1 + 1) . . . (dk + 1).

×èñëàìè Ýéçåíøòåéíà íàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà âèäà a+bξ, ãäå a, b ∈ Z, à ξ = −1+
√
3i

2

� êóáè÷åñêèé êîðåíü èç 1. Ìíîæåñòâî ÷èñåë Ýéçåíøòåéíà îáîçíà÷àåòñÿ Z[ξ]. Íîðìîé ÷èñëà
Ýéçåíøòåéíà z íàçûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî N(z) = zz̄.
Çàäà÷à 8. Âû÷èñëèòå íîðìó a + bξ. Íàéäèòå îáðàòèìûå ýëåìåíòû â Z[ξ]. Ïîêàæèòå, ÷òî
êîëüöî Z[ξ] åâêëèäîâî.
Çàäà÷à 9. Ïóñòü p � ïðîñòîå öåëîå ÷èñëî, p > 3. Ïîêàæèòå, ÷òî:

a) p íå ïðîñòî â Z[ξ]⇐⇒ p = zz̄, ãäå z � ïðîñòîå â Z[ξ]⇐⇒ p ïðåäñòàâèìî â âèäå a2− ab+ b2

⇐⇒ óðàâíåíèå x2 − x + 1 = 0 èìååò ðåøåíèÿ â Z ïî ìîäóëþ p ⇐⇒ −3 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì
â Z/pZ.
b∗) p íå ïðîñòî â Z[ξ] ⇐⇒ p = 3 èëè p èìååò âèä 3k + 1.
Çàäà÷à 10∗. Ñôîðìóëèðóéòå è ðåøèòå àíàëîãè çàäà÷ a) 4; b) 5; c) 6; d) 7 äëÿ ÷èñåë Ýéçåí-
øòåéíà.


