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Êîëüöà � ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà

Ïîëåì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñ îïðåäåë¼ííûìè íà í¼ì îïåðàöèÿìè + è · òàêèìè, ÷òî:

1. ∀a, b, c (a+ b) + c = a+ (b+ c) (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);

2. ∃0 ∀a 0 + a = a+ 0 = a (íàëè÷èå íóëÿ);

3. ∀a ∃(−a) a+ (−a) = (−a) + a = 0 (íàëè÷èå ïðîòèâîïîëîæíîãî);

4. ∀a, b a+ b = b+ a (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);

5. ∀a, b, c (a+ b) · c = a · c+ b · c; c · (a+ b) = c · a+ c · b (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ);

6. ∀a, b, c (a · b) · c = a · (b · c) (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);

7. ∃1 6= 0 ∀a 1 · a = a · 1 = a (íàëè÷èå åäèíèöû);

8. ∀a 6= 0 ∃a−1 a · a−1 = a−1 · a = 1 (íàëè÷èå îáðàòíîãî);

9. ∀a, b a · b = b · a (êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ).

Êîëüöîì (àññîöèàòèâíûì, ñ åäèíèöåé) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñ îïåðàöèÿìè + è ·, óäîâëå-
òâîðÿþùèìè àêñèîìàì 1�7. Êîëüöî, â êîòîðîì âûïîëíåíû àêñèîìû 1�7 è 9, íàçûâàåòñÿ
êîììóòàòèâíûì, à â êîòîðîì âåðíû àêñèîìû 1�8, íàçûâàåòñÿ òåëîì.

Çàäà÷à 1. a◦)Ïðîâåðüòå, ÷òî â ëþáîé ãðóïïå åäèíñòâåííû íåéòðàëüíûé ýëåìåíò è îáðàòíûé
ê äàííîìó ýëåìåíò.

b)Â êîììóòàòèâíîé ãðóïïå îïðåäåëèòå âû÷èòàíèå. Ïðîâåðüòå, ÷òî ðàçíîñòü ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííà.

c◦)Ïðîâåðüòå, ÷òî â ëþáîì êîëüöå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî 0 · x = x · 0 = 0 ïðè âñåõ x.

d)Ïðîâåðüòå êàêèå-íèáóäü ñòàíäàðòíûå ïðàâèëà àðèôìåòèêè â ïðîèçâîëüíîì ïîëå/êîëüöå.
Íàïðèìåð:
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Çàäà÷à 2◦. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Ïðîâåðüòå, ÷òî îòíîøåíèå

a

b
∼ c

d
, åñëè ad = bc

íà ìíîæåñòâå äðîáåé âèäà a/b, ãäå a, b ∈ R, b 6= 0, ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.
Ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îáîçíà÷àåòñÿ FracR.

Çàäà÷à 3◦. Ïðîâåðüòå, ÷òî îïåðàöèè a) [a
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] + [ c
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îïðåäåëåíû.

b)Ïðîâåðüòå, ÷òî FracR ñ ââåä¼ííûìè îïåðàöèÿìè ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Çàäà÷à 4. Ïðîâåðüòå, ÷òî ãîìîìîðôèçì R→ FracR, ïåðåâîäÿùèé x ∈ R â êëàññ äðîáè [x/1],
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Çàäà÷à 5. a)Ïóñòü R � êîíå÷íîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî. Äîêàæèòå, ÷òî R � ïîëå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà â R íåò äåëèòåëåé íóëÿ.

b)Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ m êîëüöî Z/mZ îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà m ÿâëÿåòñÿ ïîëåì? èìååò
äåëèòåëè íóëÿ?

Çàäà÷à 6. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ãîìîìîðôèçì ïîëåé åñòü âëîæåíèå.


