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Ýêçàìåí

Ýêçàìåí ÿâëÿåòñÿ äîìàøíèì. Ðåøåíèÿ çàäà÷ íåîáõîäèìî çàïèñàòü è ïðèíåñòè íà çàíÿòèå 14 äåêàáðÿ

â 17:30 èëè ñäàòü â ó÷åáíóþ ÷àñòü äî ýòîãî ñðîêà. Ðåøàòü çàäà÷è íåîáõîäèìî ñàìîñòîÿòåëüíî!

1. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂D, îðèåíòèðîâàííîé òàê,

÷òî îáëàñòü D íàõîäèòñÿ (ëîêàëüíî) ñëåâà îò êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ê ∂D.
(à) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü îáëàñòè D ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ëþáîé èç ôîðìóë
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(á) Íàéäèòå ïëîùàäü îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèâûìè x = t2, y = t3, t ∈ R è x = 1.

2. Íàéäèòå îáðàçû âåêòîðíîãî ïîëÿ Y = x ∂
∂x è äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ω = ydy ïîä

äåéñòâèåì ïîòîêà
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çà âðåìÿ t = π.

3. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå, çàäàííîå ôîðìîé ω = zdx + zdy − dz â R3 óäîâëåòâîðÿåò

êðèòåðèþ èíòåãðèðóåìîñòè Ôðîáåíèóñà è íàéäèòå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç

òî÷êó (0, 0, c).

4. (à) Ïóñòü f : Sn → Sn � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî
∫
Sn f

∗ω = deg(f)
∫
Sn ω, ãäå

÷èñëî deg(f) íå çàâèñèò îò âûáîðà ôîðìû ω ∈ Ωn(Sn). (á) Ïóñòü c ∈ Sn � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå

îòîáðàæåíèÿ f , ò.å. åñëè x ∈ f−1(c), òî det f ′(x) 6= 0. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîîáðàç f−1(c) ⊂ Sn

êîíå÷åí. (â) Ïóñòü c � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå f , è f−1(c) = {x1, . . . , xN}. Äîêàæèòå, ÷òî deg f =∑N
i=1 sign det f ′(xi). (Óêàçàíèå: Äëÿ ðåøåíèÿ ïóíêòà 4â ðàññìîòðèòå ôîðìó, íîñèòåëü êîòîðîé

ëåæèò â ìàëîé îêðåñòîñòè c, è ïðèìåíèòå ê íåé óòâåðæåíèå ïóíêòà 4à.)

5. ÏóñòüM � ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈M ñóùåñòâóåò

äèôôåîìîðôèçì f : M →M òàêîé, ÷òî f(x) = y.

6. Íàéäèòå êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ïëîñêîñòè ñ N âûêîëîòûìè òî÷êàìè R2 \ {x1, . . . , xN}.

7. Âåðíî ëè, ÷òî ó òèïè÷íîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f : R2 → R2 (à) åñëè rkf ′(a) = 1, òî íà

R2 ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû (x1, x2) â îêðåñòíîñòè U , a ∈ U è (y1, y2) â îêðåñòíîñòè V ⊂ f(U) 3
f(a) òàêèå, ÷òî y1(f(b)) = x21(b) è y2(f(b)) = x2(b) äëÿ âñåõ b ∈ f−1(V ) ⊂ U? (Òî åñòü â ýòèõ

êîîðäèíàòàõ îòîáðàæåíèå âûãëÿäèò êàê (x1, x2) 7→ (x21, x2).) (á) Ìíîæåñòâî òî÷åê a ∈ R2 òàêèõ,

÷òî rkf ′(a) = 1, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé? (â) Òî÷êè a, â êîòîðûõ f ′(a) = 0, èçîëèðîâàíû?


