
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè � 3. Ïðåäñòàâëåíèÿ è
óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè �10� ïî äàííîìó ëèñòêó 80% ïóíêòîâ çàäà÷ áåç çâåçäî÷êè. Ïóíêò ñî çâåçäî÷êîé
çàìåíÿåò 2 ïóíêòà áåç çâåçäî÷êè. Äåäëàéí 22 îêòÿáðÿ.

1∗ . Ïóñòü π : G̃ −→ G � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå ñâÿçíîé ãðóïïû Ëè G è ẽ ∈ π−1(e) . à) Äîêàæèòå, ÷òî

G̃ èìååò åäèíñòâåííóþ ñòðóêòóðó ãðóïïû Ëè, òàêóþ, ÷òî ẽ ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé è îòîáðàæåíèå π ÿâëÿ-

åòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï Ëè. Ãðóïïà Ëè G̃ íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé íàêðûâàþùåé ãðóïïû Ëè G . á)

Äîêàæèòå, ÷òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà G̃ −→ G åñòü äèñêðåòíàÿ ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ π1(G) . â∗∗ ) Äîêàæè-
òå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ãîìîìîðôèçìà àëãåáð Ëè f : g1 −→ g2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ñîîò-
âåòñòâóþùèõ îäíîñâÿçíûõ ãðóïï Ëè φ : G1 −→ G2 òàêîé, ÷òî deφ = f . Óêàçàíèå: â îêðåñòíîñòè åäèíè-
öû òàêîé ãîìîìîðôèçì ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ. Äàëåå, ýòîò ãîìîìîðôèçì
ìîæíî ïðîäîëæèòü íà âñþ ãðóïïó âäîëü ëþáîãî ïóòè â ãðóïïå è âîñïîëüçîâàòüñÿ îäíîñâÿçíîñòüþ äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè. ã) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîé àëãåáðå Ëè ñîîòâåòñòâóåò íå áîëåå îäíîé ñâÿç-
íîé îäíîñâÿçíîé ãðóïïû Ëè ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà (íà ñàìîì äåëå, ðîâíî îäíà).

2. à)Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ ãðóïïû Ëè S1 èçîìîðôíà R . á)Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåð-
ñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ ãðóïïû Ëè SO3(R) èçîìîðôíà SU2 , è óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå äâóëèñòíî. â∗ )
Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ ãðóïïû Ëè SO4(R) èçîìîðôíà SU2 × SU2 , è óíèâåðñàëü-
íîå íàêðûòèå äâóëèñòíî.

Ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû Ëè íàçûâàåòñÿ ãëàäêèé ãîìîìîðôèçì G −→ GL(V ) , ãäå V � âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî. Ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû Ëè g íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçì àëãåáð Ëè g −→ gl(V ) , ãäå V �
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîíÿòèÿ ãîìîìîðôèçìà ïðåäñòàâëåíèé, íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ïðÿìîé
ñóììû ïðåäñòàâëåíèé è ò.ä. îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì.

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèàë ãîìîìîðôèçìà G −→ GL(V ) â òî÷êå e ∈ G ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì
àëãåáðû Ëè g = TeG . á) Ïîëüçóÿñü çàäà÷åé 1â, äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè g
âëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì íåêîòîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé ãðóïïû Ëè.

4. Îïèøèòå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà âñå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëè à) R ; á) S1 . â)
Êàêèå èç ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé íåïðèâîäèìû? íåðàçëîæèìû? âïîëíå ïðèâîäèìû?

5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâîå äåéñòâèå ãðóïïû Ëè G íà ñåáå ïåðåâîäèò ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ
â ëåâîèíâàðèàíòíûå (è àíàëîãè÷íî äëÿ ïðàâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé è ëåâîãî äåéñòâèÿ). Óêà-
çàíèå: ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè ñêîðîñòåé ïðàâîãî äåéñòâèÿ.

Ïðèñîåäèíåííûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû Ëè G íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå äåéñòâèå ãðóïïû Ëè G íà åå
êàñàòåëüíîé àëãåáðå Ëè g (ò.å. ãîìîìîðôèçì Ad : G −→ GL(g)), îïðåäåëÿåìîå îäíèì èç ñëåäóþùèõ
ýêâèâàëåíòíûõ ñïîñîáîâ:

(1) êàê ëåâîå äåéñòâèå G íà ïðîñòðàíñòâå g ïðàâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà G ;
(2) êàê ïðàâîå äåéñòâèå G íà ïðîñòðàíñòâå g ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà G ;
(3) êàê äèôôåðåíöèàë â òî÷êå e ∈ G äåéñòâèÿ ãðóïïû Ëè G íà ñåáå ñîïðÿæåíèÿìè (ýòî äåéñòâèå

ñîõðàíÿåò òî÷êó e , à ñëåäîâàòåëüíî çàäàåò äåéñòâèå íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TeG = g).

Ïðèñîåäèíåííûì ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû Ëè g íàçûâàåòñÿ äåéñòâèå àëãåáðû Ëè íà ñåáå êîììóòàòîðàìè,
ò.å. ãîìîìîðôèçì ad : g −→ gl(g), x 7→ adx = [x, ·] .

6. à)Äîêàæèòå, ÷òî ïðèâåäåííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû. á)Äî-
êàæèòå, ÷òî ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè g ïîëó÷àåòñÿ èç ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåé ãðóïïû Ëè G âçÿòèåì äèôôåðåíöèàëà â åäèíèöå. á)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëèíåéíîé ãðóïïû
Ëè (ò.å. äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäãðóïïû Ëè G â ãðóïïå GLn(R)) ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå åñòü ïðîñòî
äåéñòâèå ãðóïïû G ñîïðÿæåíèÿìè íà ïîäïðîñòðàíñòâå g ⊂ Matn(R) .



Óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðîé àëãåáðû Ëè g íàçûâàåòñÿ ïàðà (U(g), ϵ) , ãäå U(g) � àññîöè-
àòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé, ϵ : g −→ U(g)− � ãîìîìîðôèçì àëãåáð Ëè, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì óíèâåðñàëü-

íûì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû A è ãîìîìîðôèçìà àëãåáð Ëè φ : g −→ A− ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì àññîöèàòèâíûõ àëãåáð φ̃ : U(g) −→ A , òàêîé, ÷òî φ = φ̃ ◦ ϵ .

7. à) Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà äàííîé àëãåáðû Ëè g åäèíñòâåííà ñ òî÷íî-
ñòüþ äî èçîìîðôèçìà. á) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè g îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåò-
ñÿ äî ïðåäñòàâëåíèÿ óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû U(g) (òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé ñâÿç-
íîé îäíîñâÿçíîé ãðóïïû Ëè, òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé åå àëãåáðû Ëè è òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé åå óíèâåðñàëüíîé
îáåðòûâàþùåé àëãåáðû � îäíî è òî æå).

8. Ïóñòü T (g) = C ⊕ g ⊕ (g ⊗ g) ⊕ . . . � òåíçîðíàÿ àëãåáðà ïðîñòðàíñòâà g (ò.å. ñâîáîäíàÿ àññîöèà-
òèâíàÿ àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ïðîñòðàíñòâîì g) è ïóñòü J ⊂ T (g) � äâóñòîðîííèé èäåàë, ïîðîæäåííûé
ýëåìåíòàìè x⊗ y − y ⊗ x− [x, y] äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ g . Äîêàæèòå, ÷òî àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà
U(g) := T (g)/J ñ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì ϵ : g −→ g ⊂ T (g) îáëàäàåò òðåáóåìûì óíèâåðñàëüíûì ñâîé-

ñòâîì. Óêàçàíèå: èíà÷å ãîâîðÿ, ïóñòü x1, . . . xn � áàçèñ â àëãåáðå Ëè g è ïóñòü [xi, xj ] =
n∑

k=1

ckijxk . Íàäî

äîêàçàòü, ÷òî U(g) åñòü àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ îáðàçóþùèìè x1, . . . , xn è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíè-

ÿìè xixj − xjxi =
n∑

k=1

ckijxk , ïðè÷åì ϵ(xi) = xi .

9. à) Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà àáåëåâîé àëãåáðû Ëè g åñòü àëãåáðà ïîëè-
íîìîâ S(g) . á∗ )Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà äâóìåðíîé íåàáåëåâîé àëãåáðû Ëè
èçîìîðôíà ïîäàëãåáðå â àëãåáðå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà ïðÿìîé, ïîðîæäåííîé îïåðàòîðàìè x
è x ∂

∂x .

10. Ïóñòü x1, . . . , xn áàçèñ â àëãåáðå Ëè g . Äîêàæèòå, ÷òî ìîíîìû âèäà xk11 xk22 · . . . · xknn , ãäå ki ∈ Z≥0 ,
îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå U(g) .

Ïóñòü D � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íà ìíîãîîáðàçèè M è m ∈ M . Çíà÷åíèåì îïåðàòîðà D â
òî÷êå m íàçîâåì ôóíêöèîíàë F (f) := D(f)(m) íà ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ ôóíêöèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè
m . Ýòîò ôóíêöèîíàë, î÷åâèäíî, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå
m .

11. à)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ëåâîèíâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íà ãðóïïå Ëè G îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì çíà÷åíèåì â òî÷êå e ∈ G . á)Ïîñòðîéòå ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì àëãåáðû U(g) íà
àëãåáðó ëåâîèíàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà ãðóïïå G . Óêàçàíèå: âëîæèòå àëãåáðó Ëè g
êàê ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ è âîñïîëüçóéòåñü óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì U(g) . â)Äîêàæèòå, ÷òî
ýòîò ãîìîìîðôèçì íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. ã) Äîêàæèòå òåîðåìó Ïóàíêàðå-Áèðêãîôà-

Âèòòà: ïóñòü x1, . . . , xn áàçèñ â àëãåáðå Ëè g , òîãäà ìîíîìû âèäà xk11 xk22 ·. . .·xknn îáðàçóþò áàçèñ â âåêòîð-
íîì ïðîñòðàíñòâå U(g) .

12. Ãðóïïà Ëè G äåéñòâóåò íà ìíîãîîáðàçèè M . Ðàññìîòðèì ãëàäêîå îòîáðàæåíèå φm : G −→ M , ïåðå-
âîäÿùåå g ∈ G â gm ∈ M . Êàæäîìó ýëåìåíòó x àëãåáðû Ëè g = TeG ñîïîñòàâèì âåêòîðíîå ïîëå vx íà M
òàêîå, ÷òî vx(m) = deφm(x) . à)Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå ñêîðîñòåé ëþáîãî ñåìåéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ äåéñòâèÿ
ãðóïïû G íà M èìååò âèä vx äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ g . á) Äîêàæèòå, ÷òî x 7→ vx åñòü ãîìîìîðôèçì àë-
ãåáð Ëè. â) Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ãîìîìîðôèçì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà óíèâåðñàëüíîé îáåðòû-
âàþùåé àëãåáðû U(g) â àëãåáðó äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà M .

13∗ . Ãðóïïà Ëè SL2(C) äåéñòâóåò äðîáíî-ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè CP1 . Ïîëó÷àåòñÿ ãîìîìîðôèçì
U(sl2) â àëãåáðó ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà CP1 . à)Îïèøèòå ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèç-
ìà. á) Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ãîìîìîðôèçì ñþðúåêòèâåí.


